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Vorrede. 



Jjas mächtige Instrument der Algebra und Analysis, welches unter dem Namen 
der Determinanten in Gebrauch gekommen ist, war aus den bis vor wenig Jah- 
ren vorhandenen Quellen nicht leicht kennen zu lernen. Die grossen Meister 
hatten jenes Bülfsmittel für die höheren Zwecke, denen ihr Genius diente, sich 
geschaffen und waren wenig gesonnen, ihren Bau durch Betrachtungen Über 
Material und Werkzeug, von deren Tüchtigkeit sie tiefe Ueberzeugung hatten, 
aufzuhalten. Daher ist es mit den Determinanten wie wohl mit allen wichtigen 
Instrumenten der Mathematik ergangen, dass sie längere Zeit im Besitz von we- 
nig Auserwählten blieben , bevor eine geordnete Theorie derselben den Nicht- 
kennern das Verständniss und den Gebrauch zugänglicher machte. Die erste 
Idee, der Algebra durch Bildung combinatorischer Aggregate, die heute Determi- 
nanten genannt werden, zu Hülfe zu kommen, rührt, wie Herr Professor Dirich- 
LET bemerkt hat, von Lbibniz her. Ausser dem Briefe an L'Hospital 4693 April 28, 
vi^orin Lbibniz die Ueberzeugung von der Fruchtbarkeit seines Gedankens aus- 
spricht, scheint aber nichts übrig zu sein , w*oraus sich schliessen Hesse, dass 
Lbibniz sich um weitere Fruchte dieser Idee bemüht habe. Die zweite Erfindung 
der Determinanten durch Cbahbr 4750 blieb unverloren wegen der Dienste, die 
der Algebra daraus erwuchsen theils durch Cbahbr selbst, theils nach einer Reihe 
von Jahren durch Bbzout, Lapla^e, VandbrhondE; Lagbange. Namentlich war es 
Vandbrmonde (sur r^liminatiou 4772), der einen Algorithmus der Determinanten 
zu begründen suchte, während Lagrange in der classischen Abhandlung sur les 
pyramides 4773 von den Determinanten dn'tten Grades bei Problemen der ana- 
lytischen Geometrie bereits in grosser Ausdehnung Gebrauch machte. Den wich- 
tigsten Anstoss jedoch zur weiteren Ausbildung der Rechnung mit Determinanten 
haben Gauss' Disquisitiones arithmeticae iSOi gegeben. Ausgehend von der Be- 
trachtung der Algorithmen, welche in diesem Werke sich auf die »Determinanten 
der quadratischen Formen a beziehen, stellten Binet und Gaucht 4 84 2 die all-' 
gemeinen Regeln für die Multiplication der Determinanten auf, wodurch Rech- 
nungen mit schwer zu bewältigenden Aggregaten eine unerwartete Leichtigkeit 
gewannen. Des neuen CalcUls, welchen besonders Gauchy weiter ausgebildet 
hatte, bemächtigte sich mit schöpferischer Kraft vorzüglich Jacobi 4826, dessen 
in Grollens Journal niedergelegte Arbeiten reichlich Zeugniss geben, was das neue 
Instrument in des Meisters Hand zu leisten vermochte. Erst durch Jagobi's Ab- 
handlungen »de formatione et proprietatibus determinantium und de determinan- 
tibus funclionalibus 4841 « wurden die Determinanten Gemeingut der Mathema- 
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tiker, welches seitdem von vei'schiedenen Seiten her wesentliche Vermehrungen 
erhalten hat. 

Jacobi's Abhandlung de formatione etc., welche nicht unmittelbar fUr das 
erste Studium des Gegenstandes verfasst ist, und Spottiswoodb elementary theo- 
rems relating to detern^inants, London 4851, eine Schrift, welche bei zweck- 
mässiger Anordnung des Stoffes und einer guten Auswahl von Beispielen manche 
Ungenauigkeiten und selbst Unrichtigkeiten enthalt, wodurch ihrem Berthe Ein- 
trag geschieht, waren die einzigen vorhandenen Anleitungen zur Kenntniss der 
Determinanten, als ich mich entschloss, das zum grossen Theil noch zerstreute 
Material in eine Theorie der Determinanten , begleitet von den wichtigsten An- 
wendungen derselben, zusammenzustellen. Meine Arbeit war fast zum Abschluss 
gebracht, als mir Brioschi la teorica dei determiuanti , Pavia 4854, bekannt 
wurde. Dieses Werk, hervorgerufen dureh das auf vielen Seiten gefühlte BedUrf- 
niss einer elementaren Anleitung zur Kenntniss der Determinanten, ist, wenn 
auch in den Elementen nicht immer streng, doch mit vorzüglicher Sachkenntniss 
geschrieben und enthalt einen reichen Schatz trefflichen Materials, wodurch es 
schnell in weiten Kreisen Eingang .und Anerkennung sich verschafft hat. Die 
jungst in Berlin erschienene deutsche Uebersetzung dieses werthvollen Buches 
ist ohne Zweifel den deutschen Mathematikern sehr willkommen. Dass ich deo 
Muth hatte, meine Schrift über denselben Gegenstand zu vollenden, gründet sich 
hauptsächlich auf die Verschiedenheit in der Anlage und Ausführung meiner 
Arbeit. Um den theoretischen Kern des Gegenstandes möglichst rein heraus-^ 
zuschälen, habe ich die Haupteigenschaften der Determinanten und die darauf 
gegründeten Algorithmen in synthetisch genau articulirtem Vortrag, wie er den 
Lehrbüchern von Alters her eignet, abgehandelt und wo es ndthig schien, durch 
einfache Beispiele erläutert. Es kann zur klaren Einsicht in die Lehrsätze eines 
Systems nur erwünscht sein, bei jedem Lehrsatze die Summe der Prämissen, auf 
denen er beruht, immer gegenwärtig zu sehen. Dagegen habe ich die Anwen«* 
düngen auf Algebra, Analysis und Geometrie in einen besondern Abschnitt ver- 
einigt, um durch gr(}sseren Zusammenhang leichtere Auffassung und in den ein- 
zelnen Materien eine gewisse Vollständigkeit erreichen zu können. Ueberall aber 
habe ich mit unablässigem Bemühen den Lehrsätzen und Beweisen möglichste 
Präcision zu verleihen gesucht, wo sie derselben noch zu entbehren schienen. 
Bei Annahme von Bezeichnungen und Benennungen in diesem Gebiete glaubte 
ich ängstliche Vorsicht anwenden zu müssen, weil die neuere Mathematik ohne- 
diess von manchen Ausschweifungen zügelloser Terminologie mit Sprachverwir- 
rung bedroht wird. Besonders aber wünschte ich meiner Arbeit dadurch einigen 
Werth zu verleiben, dass ich soviel als möglich bis zu den Originalquellen vor- 
zudringen suchte, um die ersten Erfinder von Methoden und die ersten Ent- 
decker von Lehrsätzen citiren zu können. Solche Citate sind nicht nur ein Opfer, 
welches die spätere Zeit den frühem Offenbarungen des Genius schuldet , sie 
bilden ein Stück Geschichte der Wissenschaft und laden zum Studium der hohen 
Werke ein, aus denen die Wissenschaft aufgebaut ist, und in denen noch immer 
reiche Schätze ungehoben ruhen. Freilich kann ich nicht erwarten, dass mein 
Suchen hierbei überall zum Finden des Bichtigen geführt hat; ich hoffie aber, 
dass verlautete IrrthUmer zu gelegentlicher Aussprache des Richtigen Veranlas- 
sung geben werden. 

Nach dem Vorbemerktan ist es unnöthig hervorzuheben, was etWa von mei- 
ner Seite eigenes dem vorgefundenen Material hinzugefügt worden ist. Es bleibt 
mir nur übrig, die Güte meines gelehrten Freundes Borcharbt dankbar zu rüh- 
men, der durch mancherlei Anweisung mich bei meiner Arbeit wirksam unter- 
stützt hat. 
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Erster Abschnitt 

Theorie der Determinanten. 



§. 1 . Eintheilung der Permutationen gegebener Elemente 
in zwei Classen. 

i . Die Elemente einer Complexion , aus welcher Permutationen abgeleitet 
werden sollen, werden durch Ordnungszahlen unterschieden. Ein Element heisst 
höher als ein anderes, wenn es die grössere Ordnungszahl hat. Die Combina- 
tion eines Elements einer Permutation mit einem der folgenden Elemente heisst 
in Beziehung auf die ursprüngliche Complexion ein De ran gerne nt*), wenn 
das erste Element der Combination höher ist als das zweite, z. B. die Permuta- 
tion a^^i^^i enthüllt 4 Derangements : (l2a^, a^a^^ ^4^1} ^8^1* 

Die Permutationen gegebener Elemente sind von Gramer in zwei Classen ge- 
theilt worden, deren erste die Permutationen umfasst, in welchen eine gerade 
Anzahl von Derangements vorhanden ist, deren zweite die Permutationen mit 
ungerader Anzahl von Derangements enthält. 

2. Lehrsatz. Wenn in einer Permutation ein Element mit ei- 
nem andern vertauscht wird, während die übrigen Elemente' 
ihre Plätze behalten, so ändert sich die Anzahl der vorhande- 
nen Derangements um eine ungerade Zahl**). 

Beweis. Sind^ und h die zu vertauschenden Elemente, h das höhere der- 
selben, A die Grupjit; ihr ElcnieDte, welche g vorangehen, B die Gruppe der 
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*) CwxiiEn Anjityso «Ips ngnea courbcs, 4 750. Appendix p. 658. 

♦♦) Die auf diü^^cn Sttii s' m gnimlcii Je Unterscheidung der Permutationen rührt von Bt- 
zouT hec(Hi$L de Vaead. tio Porls \if>^ p^ ä92) und wurde zuerst begründet von LAPLAgs' in 
derselben SamTii^ting 4T7ä^ H (i. £9 ■, cmfacher in der hier mitgetheilten Weise von Hollweide 
demonstratio Dümtimtt'^nis Cra MJaiiüo. Leipzig 1814. §. 9 und von Gergonne Ann. de Math. 
4 p. 4 50. Mp 

Ballzer, huse™* ^ ^^ ^ .-' \ 
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2 • §.1,2. 

Elemenle, welche zwischen g und A stehen, C die Gruppe der Elemente, welche 
h nachfolgen ; ist also die gegebene Pennutation 

Ag B hCj 
und die zu bildende 

AhBg C, 

so rührt die gesuchte Aenderung der Anzahl der vorhandenen Derangements von 
der Stellung her, welche g und h gegen einander und gegen die in B enthaltenen 
Elemente einnehmen. 

Die Gruppe B enlhalle ß Elemente, von denen ß^ höher als g, ß^ hoher als 
h seien. Dann sind in der Gomplexion gBh ausser den in B vorhandenen De- 
rangements deren ß—ß^ + ß^ anzutreffen, weil g höher ist als ß—ßi Elemente 
von Bj und ß2 Elemente von B höher sind als h. Anstatt dieser Derangements 
kommen in der Gomplexion hBg, welche durch Vertauschung von g und h ab- 
geleitet ist, ß—ß^ + 1 + /?! Derangements vor, weil h höher ist als ß—ß^ Ele- 
mente von B, ferner h höher als g, und endlich noch ß^ Elemente von B höher 
sind als g. Die Differenz dieser Anzahlen 

/^-/?2 + ^ + /^i - (/^-/^. + /^t) = 2/9, - 2/9, + 1 
ist ungerade, w. z. b. w. 

3. Durch Yertauschung von jedesmal S.Elementen können nach und nach 
alle Permutationen einer gegebenen Gomplexion dargestellt werden. Die in die- 
ser Reihe der Permutationen anzutreffenden Derangements sind abwechselnd von 
gerader und ungerader Anzahl (2). Da die Anzahl aller Permutalionen gerade 
ist, so giebt es ebensoviel Permutationen der erslen Glasse, in denen eine gerade 
Anzahl Derangements vorhanden ist, als Permutationen der zweiten Glasse, 
welche eine ungerade Anzahl Derangements enthalten. Jene lassen sich durch 
eine gerade, diese durch eine ungerade Anzahl Vertausch ungen von jedesmal 
2 Elementen aus der gegebenen Gomplexion ableiten. 

Zwei Permutationen gehören in dieselbe Glasse, wenn eine aus der andern 
oder beide aus einer drillen durch eine gerade Anzahl Vertausch ungen von jedes- 
mal 2 Elementen sich ableiten lassen. 

4. Analytiicher Beweis des Lehrsatzes (2). Zur Unterscheidung der Per- 
mutationen bilde man bei jeder derselben die Differenzen der den Elementen 
zugehörigen Ordnungszahlen, indem man die Ordnungszahl jedes Elements von 
der jedes folgenden Elements subtrahirt. Eine Permutation enthält soviel De- 
rangements, als unter den erwähnten Differenzen negative vorkommen (4). 

Das Product dieser Differenzen ist eine alternirende Func- 
tion der Ordnungszahlen*), welche durch Vertauschung von 2 
Ordnungszahlen den entgegengeset:£ten Wertti erhül L 

Beweis**). Die einzelnen Differenzen behalten bei der Vflrtauschung von 
zwei Ordnungszahlen ihre absoluten Werthe, also LehSlt ^mch ihr Product seinen 



*) FOttClion allernöe nach Caücht J. de l'öc. polyi. Cah. 1 1 p, m, AüatT^e alpi^br. III, 2. 
Functio alteriiBDS nach Jacobi Grelle J. 22 p. 860. 

*♦) Jacobi Del-? (Grelle J. 22 no. 4<). 




§.4,5. 3 

absoluten Werih. Versteht man unter t und k zwei bestimmte, unter r und $ 
zwei beliebige andere Ordnungszahlen ; unter 

n(r-'i){r^k), Jr(r-5) 

die Producte der Facloren , deren allgemeine Formeln 

(r-.t)(r-Ä), r-s 

sind; bezeichnet man endlich einen der Werthe 4 oder —1 durch £, so kann 
das Product der bei einer gegebenen Permutation zu bildenden Differenzen durch 

€ (Ä-t)Jr(r-«y (r-Ä)iT(r-.5) 

dargestellt werden. Wird nun t mit k vertauscht, so bleiben 

Jr{r— i)(r— ft) und JT(r— «) 

unverändert, und A— t erhält den entgegengeselzten Werth. Also bekommt das 
Product den entgegengesetzten Werth, w. z. b. w. 

Da durch Yertauschung von ä Elementen der Permutation das in Betracht 
gezogene Product einen Zeichenwechsel erleidet, so ändert sich zugleich die An- 
zahl der negativen Differenzen, mithin die Anzahl der vorhandenen Derangements 
um eine ungerade Zahl, wie oben bewiesen worden. 

5. Die Vertauschung der Elemente einer Complexion heisst cyclisch, 
wenn jedes Element durch das folgende, das letzte Element durch das erste 
ersetzt wird. 

Durch eine cyclische Vertauschung aller Elemente erhält 
man aus einer gegebenen Permutation eine'Permuta tion der- 
selben oder nicht derselben Glasse, je nachdem dieAnzahl der 
Elemente ungerade oder gerade ist. Denn die cyclische Vertauschung 
von n Elementen lässt sich durch Vertauschung des ersten Elements mit dem 
zweiten, dritten u. s. f., also durch n—i Vertauschungen von jedesmal 2 Ele- 
menten erreichen. 

Aus einer gegebenen Permutation kann jede andere durch 
cyclische Vertauschung einzelner Gruppen von Elementen ab- 
geleitet werden. Sindz.B. 

725438169 
die Ordnungszahlen der Elemente in der gegebenen Permutation, und 

293874156 
die Ordnungszahlen der Elemente in der abzuleitenden Permutation, so beginne 
man mit dem ersten umzustellenden Element der gegebenen Permutation und 
ersetze der Reihe nach 7 durch 2, 2 durch 9, 9 durch 6, 6 durch 5, 5 durch 3, 
endlich 3 durch das Anfangs ausgestossene Element 7. Dadurch ist eine Gruppe 
von Elementen abgeschlossen und deren cyclische Vertauschung vollendet. Hier- 
auf ersetze man aus der Reihe der noch Übrigen Elemente 4 durch 8, 8 durch 4, 
womit die cyclische Vertauschung einer zweiten Gruppe von Elementen sich 
schliesst. Das noch übrige Element i ist durch ein anderes nicht zu ersetzen. 
Demnach ist durch partielle cyclische Verlauschungen aus der ersten Permutalion 
die zweite abgeleitet. 

1* 



Wenn man jedes der Elemente, welches bei der eben beschriebenen Ablei- 
tung einer Permutation aus einer andern durch sich selbst zu ersetzen ist, als 
eine besondere tjruppe mitzählt, so gilt die Regel : 

,Zwei Permutationen gehören in dieselbe Glasse oder nicht, 
je nachdem die Differenz der Anzahl ihrer Elemente und der 
Anzahl der Gruppen, durch deren cyclische Vertauschung die 
eine Permutation aus der andern abgeleitet werden kann, ge- 
rade oder ungerade ist*). Bestehen nämlich die gegebenen Permutationen 
aus n Elementen, lässt sich aus der ersten die zweite dadurch ableiten, dass 
man die Elemente in p Gruppen von cr^ , ctj , er, , . . Elementen vertheilt, und die 
einzelnen Gruppen durch cyclische Vertauschung umbildet, so können die vor- 
zunehmenden cyclischen Verla uschungen durch 

(«i-MH-(a2-^) + («g-^) + -- 
Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen bewirkt werden. Nun ist 

«1 + «2 + «s + • = ^ > 
also kann die zweite Permutation aus der ersten durch n—p Vertauschungen 
von jedesmal 2 Elementen abgeleitet werden. 

Um die Elemente der ersten Gruppe an ihre neuen Plätze zu bringen, sind 
nicht weniger als a,— 4 Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen erforderlich 
u. s. f., daher kann eine der gegebenen Permutationen aus der andern nicht 
durch weniger als n— p Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen abgeleitet 
werden. Im obigen Beispiel ist p=s 3, n—p = 6, folglich gehören die gegebenen 
Permutationen derselben Classe an. 



§.2. Determinante eines Systems von n* Elementen. 

1. Wenn m Horizontalreihen (lignes) von je n Elementen, oder von der 
andern Seite betrachtet n Verticalreihen (colonnes) von je m Elementen zu 
unterscheiden sind, so w*erden die Elemente im Allgemeinen zweckmassig durch 
2 Suffixe (Ordnungszahlen, Zeiger, indices) bezeichnet, deren erstes die Stelle 
der Reihe, deren zweites die Stelle des Elements in der Reihe angiebt**), z. B. 

«1,1 «1,2 • • «i.n 

«2,1 0^2,2 . . ^2,fl 

«m,i ^m,2 • • ^m,n • 
Statt a^j^ schreibt man auch a/^ oder bloss {iyk). Wenn in=:nj so heisst 
die Reihe der Elemente vom ersten zum letzten 

«1,1 «2,2 • • ^n,n 
die Diagonalreihe des Quadrats der Elemente. 



*) Caccht J. de V6c, polyt. Gab. 17 p. 4i. Anal. alg<$br. Note 4. Jacobi Det. 8. 
**) Diese Bezeichnung ist zuerst von LiiBinz angewandt worden. S. dessen Brief an L'H6- 
pitai 4 698 April 28 in Leibniz math. Schriften herausgeg. von Gerhardt II p. 980. 



§.2,2. 5 

8. Unter der Determinante des Systems von n' Elementen, wel- 
che in n Reihen von je n Elementen stehen und aus a^^ entspringen, wenn t und 
k die Werthe 4,2,..,n annehmen, versteht man das Aggregat der Producle von je 
n solchen Elementen, die sdmmtlich aus verschiedenen Horizontal- und Yertical- 
reihen entnommen sind. Das Änfangsglied der Determinante ist das Pi*oduct der 
Elemente der Diagonalreihe 



«1,1 ^2,8 



^n^n • 



Aus dem Anfangsglied werden die Übrigen Glieder abgeleitet, indem man die 
ersten Suffixe unverändert lässt und die zweiten permutirt. Die einzelnen Glie- 
der werden positiv oder negativ gei^ommen, je nachdem die Permutationen der 
Suffixe, durch welche sie entstanden sind, derselben Glasse angehören als die 
erste Complexion der Suffixe, oder nicht. 

Die Determinante von n* Elementen heisst n**" Grades, weil ihre Glieder 
Producte von n Elementen sind. Sie hat 4.2^. ..n Glieder, vvelche zur Hälfte 
positiv, zur andern Hälfte negativ sind (§. i , 3), unter denen aber entgegengesetzt 
gleiche nicht vorkommen, so lange nicht besondere Beziehungen zwischen den 
einzelnen Elementen statt6nden. Man bezeichnet die Determinante nach Gaucht 
und Jagobi durch Einschluss des Systems der Elemente zwischen Verticallinien, 
oder durch das mit dem Doppelzeichen ± unter ein Summenzeichen gesetzte 
Anfangsglied, oder nach Vandermondb durch Aufstellung der Reihe der ersten 
Suffixe, welche zur Unterscheidung der Elemente dienen. Über der Reihe der 
zweiten Suffixe*) : 



»2,i Hz 



Hi ^n,2 • 



Hn 



^flyH 



= -2:a,,, 02,2- 



'*«,n-- 



1|2| 



<|2|..|i 



-('<l:::) 



Beispiele : 

a b c 
o, b^ Cj 

a b c d 

«1 ^1 ^1 fl^i 

»2 h ^2 ^2 

Oz ftg Cg rfa 



= ab^c^ — ab^c^ + a^b^c — Oibc^ + r/^ftCj — o^^jC. 



=s ^b^C2dz — ^b^c^d^ + ab^c^d^ — ab^c^d^ -h ^^b^c^d^ — ab^c^d^ 

— a^bc^d^ + Oibc^d^ + o^b^cd^ — a^b^c^d — ajb^cd^ + O'xb^c^d 
-h ct^f^c^d^ — ojbc^d^ — ajb^cd^ + ajb^c^d + o%b^(^d^ — Og^s^i^ 

— ojbc^d^ + o^hc^d^ + o^b^cd^ — ^8^i^2^ — aj^^pd^ + ajb^c^d. 



*) Cadcht J. de l'öcole polyt. Cah. 47 p. 52. Jacobi Det. 4 und Crello J. 4 5 p. 4 4 5. Yar- 
oB&xoiiDE Hist. de Tacad. de Paris 4 772, U p. 54 7. Die Determinanten sind von Lbibriz (1. c.) 
erfanden worden, der mit Hülfe derselben die Resultante von n linearen Gleichungen liir n— 4 
Unbelcannte, sowie die Resultante von 2 beliebigen algebraischen Gleichungen für eine ünbe- 
iLannte darzustellen suchte. Als zweiter Erfinder der Determinanten ist Gramer (vergl. §.4,4) 
zu nennen. Die von Caucbt eingeführte Benennung Determinante ist von den nach dem obi- 
gen Gesetz gebildeten Aggregaten hergenommen, welche Gauss (Disquis. arithm.) Determinan- 
ten der quadratischen Formen genannt hat. Später hat Caucbt (Exerc. de Math., Exerc. d'Ana- 
lyse) den Namen Determinante wieder mit fonction alternde und mit dem von Laplace (vergl. 
§. 4,2) gebrauchten Ausdruclc Resultante vertauscht. 



6 §. 2,3. 

3. Die Glieder der DetermiDante können aus dem Änfangsglied auch dadurch 
abgeleitet werden, dass man die ersten SufiSxe permutirt, während die zweiten 
unverändert ihre Platze behalten. Bedeutet nSmlich k^k^.. k^ irgend eine Per- 
mutation der Suffixe 12..n, so drückt a^j^ a^^^ "^n,kn irgend ein Glied der 
Determinante aus. Dieses Glied wird aber aus dem Anfangsglied a^^^ a^^^ . . a^^„ 
sowohl dadurch abgeleitet, dass man die zweiten Sufiixe i,2,..,n der Reihe nach 
durch k^jk2y . , jk^ ersetzt, als auch dadurch, dass man in der Reihe der ersten 
Suffixe k^ durch 1 , k^ durch 2, . ., A:^ durch n ersetzt. In beiden Fällen hat man 
die gleiche Anzahl Vef tauschungen von jedesmal 2 Suffixen vorzunehmen, folg- 
lich erhalt das abgeleitete Glied bei dem zwoiten Verfahren dasselbe Zeichen, als 
beim ersten. Z. B. aus 

«1,1 «2,2 «8,8 «4,4 «5,ö «6,6 

entspringt 

«1,8 «2,2 «8,1 «4,4 «ö>6 ««,« 

indem man die zweiten Suffixe i , 2, 3, 4, 5, 6 mit 3, 2, i , 4, 6, 5 vertauscht. Das- 
selbe Glied kann man aus dem Anfangsglied auch dadurch finden, dass man die 
ersten Suffixe 3^2,1,4,6,5 der Reihe nach in 1,2,3,4,5,6 verwandelt. Bei 
dem einen wie bei den andern Verfahren werden 4 Suffixe durch andere ersetzt 
und in beiden Fallen erhalt das abgeleitete Glied dasselbe Zeichen. 

Zwei Systeme, deren eines die Horizontalreihen des andern als Verticalrei- 
hen enthalt (und umgekehrt) 



«1,1 Ol,» • 
"2.1 «I,» • 


«1,« 


«1,1 «2,1 • 
«1,2 «2,2 • 


•««,. 

•««,2 


a«,i ««,2 • • 


««.« 


«i,n «2.n • 


•«n.» 



haben einerlei Determinante 2±a^^^ a22**«n,n* Denn jedes Glied der einen 
Determinante kommt in der andern mit demselben Zeichen vor. 

4. Lehrsati. Die Determinante wechselt das Zeichen, wenn 
im System der Elemente eine Reihe mit einer parallelen Reihe 
vertauscht wird. Die Determinante verschwindet identisch, 
wenn die Elemente einer Reihe denen einer parallelen Reihe 
einzeln in derselben Ordnung gleich sind*).- 

Beweis. Ist R die gegebene Determinante, I( die durch Vertauschung von 
2 parallelen Reihen der Elemente abgeleitete Determinante, so enthalt R' diesel- 
ben Glieder als R mit entgegengesetzten Zeichen. Denn das Anfangsglied von R' 
entsteht aus dem Anfangsglied von R durch Vertauscbung von 2 ersten oder 2 
zweiten Suffixen, kommt also in R mit dem entgegengesetzten Zeichen vor. Alle 
andern Glieder von Rl, welche aus deren Anfangsglied durch eine ungerade 
(gerade) Anzahl Vertauschungen von jedesmal 2 Suffixen hervorgehen, entsprin- 
gen aus dem Anfangsglied von R durch eine gerade (ungerade) Anzahl solcher 
Vertauschungen. Mithin kommen alle Glieder von R^ in R mit den entgegen- 
gesetzten Zeichen vor, d. h. ä'ä — ß. 



*) Laplace Hisl. de l'acacl. de Paris 4772, II p. 297. Vaädermonde ebendas. p. 518 u. 523. 



§.2,5. 



Sind die in 2 parallelen Reihen stehenden Elemente einander der Reihe 
nach gleich , so wird durch Yertauschung dieser Reihen Rin ^R verwandelt, 
das System der Elemente bleibt aber bei dieser Yertauschung unverändert, d. h. 
— 1{ = jR, folglich i{ = für beliebige Werthe der Elemente. 



Z.B. 



%i 



%i 



•i,n 



^n,n 



=M)«-* 



«1,t «1,S 
«2,2 «2,8 



«2,n ^2,1 



ön,2 «n,8 

«2,t «31,2 

«2,1 «2,2 

^8,1 Os,2 



Sn «fl,t 



«1,« 


«1,1 «1,8 • • öi,n 

«2,1 0^2,8 • • a2,n 


"«,» a»,t %* ■ • °n,n 


^~ 


«2,2 • • «2,» «2,1 
«8,2 • • «8,» «8,1 




«n,2 • • «fi,n «n,i 
«1,2 • • «i,n «1,1 



«2,n 
«2,n 
«8,n 



= 0. 



«n,i «n,2 • • ««,« 

Ueberhaupt: v^enn sowohl t, &,/,.. als auch r,s, ^,.. gegebene Permutationen von 
4 , 2, . . , n bedeuten, so ist 



«i,r «I,* Ht 
«fc,r «Ä,» «Ä,« 
««,r %s %t 



\i 



%n 



«n,i • • ^n,f 



<^r,i «r,fc «r,/ 
«*,< «5,fc «*,/ 
«r,i «f,Jk «r,« 



worin « die positive oder negative Einheit bezeichnet, je nachdem die gegebenen 
Permutationen einer CJasse angehören oder nicht. 

5. lehnati. Wenn die in einer Reihe stehenden Elemente des 
Systems mit Ausnahme eines einzigen verschwinden, so redu- 
cirt sich die Determinante des gegebenenSystems auf das Pro- 
duct des ervvähnten Elements mit einer Determinante vom 
nächst niederen Grade*). 



Beweis. Ist 



und unter den Elementen 



R=: 



'1,1 



%i 



*i,n 



*n,n 



%i «1,2 • • «i> 



nur üii^ von verschieden, so mache man im gegebenen System die t*' Horizon- 
talreihe der Elemente zur ersten Horizontalreihe und die k^' Yerticalreihe zur 
ersten Yerticalreihe, so dass R durch (i— 1) + (*— <) Zeichenwechsel (4) in 



ßfl = 



«a 






1,1 



«l,*-l «•,*+l 

«1,Ä-1 «l,Jfc+l 



. a 



i,n 



«<+i,Ä «1+1,1 



«»,& 



^n,i 



*) Jacobi Dek. 5. 



8 



§.2,5. 



übergeht, wo ««(— .1)*+*. Nach der Voraussetzung verschwinden die Glieder 
von eRy in welchen das erste unter den zweiten Suffixen von k verschieden ist. 
Daher reducirt sich e R auf di^ Glieder, welche aus dem Anfangsgiiede 

durch Permutation, der zweiten Suffixe 1,2,.., Ä:— 1 , & + i , . . , n nach Ausschlies- 
sung von k hervorgehen, d. i. auf die Glieder einer Determinante (n— 1)**° Gra- 
des (2), welchen der Factor a^j^ zugesetzt ist, also 



«Ä = «a«M 



•-1,1 

«i+1,1 

^11,1 
worin e die angegebene Bedeutung hat. 



Beispiel : 



«a-i «a+i • \n 



ä' ^ l' t* 

f>i f>, 6, 64 


d. 


ft* ** A* 
6, 6, b^ 


Cj c, c, c^ 
d, 




C, C, C4 



1 Gl o, a, = 

6, 6j 6, 

c^ c, 

d, dl dg 








*1 ^2 *8 

h' ä' ä' 
rfi dj dg 







b b^ ^2 ^8 

C Cj C2 Cg 

d d, d^ d^ 



6. Umgekehrt folgt, dass jede Determinante als Determinante von einem 
hohem Grade dargestellt werden kann, z. B. 



^1,1 



XI • • 



*i,n 



*n,n 



^ «n+i,» 
Ö «1,1 



a, 



a 



»,i 



n+i,n 



*n,n 



u. s. w. Die Elemente 



\ 


b b 



^n+2,n+i ^n+2,1 



a. 



'«+1,1 
«1,1 

ö«,i 



"n+2,« 
^n+i,n 



a, 



n+i,i 
*«+2,i 



^n+i,» 

^n+2,n ^n+2,n+i/ 



welche in der Entwickelung der transformirten Determinante nicht angetroffen 
werden, können jeden beliebigen Werth annehmeo, also auch verschwinden. 

7. Wenn alle Elemente verschwinden, welche auf einer Seite der Diagonal- 
reihe stehen, so reducirt sich die Determinante des gegebenen Systems auf ihr 
Anfangsglied. 



«M 


0.,» 


«l,.- 


•«.,n 


= 


%^ 


«%2 


««,. 





> 


Hz- 


•Hn 









«..» 








«M- 


•««,« 






• 


• 


. 


. 






















ö . 


• an,n 




\i 


Ht 


. . c 






^n,n 



u. s. f. (5) 



%n ' 



§3,2. 



§. 3. Ordnung der Glieder einer Determinante nach den 
in einer Reihe stehenden Elementen. 



1. Lehrtati. Bedeuten t und k beliebige Suffixe aus der Reihe 
4,2,..,n; R die Determinante 2±a^^ a^^. .a^„; a^j^ den Goefficien- 
len von a^f^ in R d. h. Oi^^ccij^ das Aggregat der Glieder von Ä, 
welche das Element a,j^ enthalten, so haben die A-ggregate 



^M 



«Am 



«1,2 «M 



«k,« 



'«n,i «n,ÄT 



a|> a;^^ 



■ «n,i «n,f • 



den Werth ÄoderO, je Dachdemt und fc gleich oder ungleich sind*). 

Beweif. Jedes Glied von R enthält je eines der Elemente 

«t,i y «t,« » • • > «•> » 
welche die t*' Horizontal reihe ausmachen. Nach Voraussetzung ist o,- , a^^ das 
Aggregat der Glieder von Ä, worin das Element a,-^ vorkommt, u* s. w. Daher 

^ = «t,i «t,i + af.2 «1,2 + • 
Auf demselben Wege findet man die Identität 

Setzt man hierin 

«M = «fc,i » «1,2 = «M • • • oder a, ,• = a^j^ , a,^, = a^i^ , . . 
so erhalt man. Aggregate, welche den Determinanten von Systemen gleichgelten, 
worin die Elemente einer Reihe den Elementen einer parallelen Reihe einzeln 
gleich sind. Diese Determinanten .verschwinden identisch (§. 2,4). 

2. Um eine Determinante mit einem Factor zu multipliciren, hat man alle 
Elemente einer Reihe mit demselben zu multipliciren. Den gemeinschaftlichen 
Factor aller Elemente einer Reihe kann man vor diß Determinante setzen. Z. R. 

= \pa pb pc 
j «1 ^1 ^1 

I «2 *2 ^5 

Dies ergiebt sich, wenn die Determinante unter der Form aa- 
aa -^bß-^ cy vorgestellt wird. Ferner ist 

= |_a {|, 
1-a« 6.1 



a b c 


^ 


pa b c 


a, 6, c, 




P«l ?! c, 


a« bt Cj 




PCz K H 



• a^a^ + OjCTj oder 






a 


b 




?i 


6. 


a 


b 


c 


u 


K 


c. 


a 


^ 


f? 


<i 


b 


c 


a 


b 


c. 


a 


b 


'•» 



W b c 
4 6, c, 



=a6|f 
1 



= 0. 



*) Gramer 1. c. Caucht 1. c. p. 66. Jacobi Det. 6. Die aus diesem Satze für n=3 entsprin- 
genden Identitäten finden sich bei Lagrange sur les pyr. 7 (Mäm. de l'acad. de Berlin 177S). 
Ballier, Delerai. S 
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3. Sind alle Elemente einer Reibe Aggregate von m Gliedern, so lasst sieb 
die Determinante in das Aggregat von m Determinanten auflösen. Wenn 

Om=Pi + 9i + '"i + -- 



«<,8 = P2 + 92+r» + 



so ist 



R = 



o<;i «<,! + «<,» «<,2 + • 


•+«<,««<,»• 


Pl«M+ PzHt-*-- 


• + Pn a<,n 


-<?1«M+ 92«i,2+- 


•+ <?»«•> 


-»•l«l,l+ '•2«i,2+- 


•+ ^2«<,n 



Die einzelnen Determinanten, in welche R sich zerlegen lässt, entspringen aus 
R, indem an die Stelle der Elemente 



die Glieder derselben 






%n 



Pn 
9n 



der Reihe nach gesetzt werden. Z. B. 



a o, a, 


SS 


O O, Oj 


+ 


a a, o. 


6 b, b. 




6 b^ b^ 




t; b, b. 


c c, c^ 




C C, Cj 




C Cj Cj 



4. Der Werth einer Determinante wird nicht verändert, wenn man zu den 
Elementen einer Reihe die mit einem beliebigen gemeinschaftlichen Factor mul- 
tiplicirten Elemente einer parallelen Reihe addirt *) 



-4-6 p b c =z 
H-6,p b, 
+ 62P b^ 



c 


= 


a b c 
0, 6, c, 


+P 


6 6 c 
*1 *i c, 


C2 




«2 *2 C2 




frg 62 Cj 



(vergl. 3.u.2.)> wovon die zweite Determinante identisch verschwindet (§. 2,4). 



Beiapiele : 



1 X — a y —6 
4 a?j— a t/j— 6 

a? — a y —61 = |1 o — a b —6 
1 07^— a y,— ö 



= 


1 X y 




1 atj y, 
< a:^ y^ 


= 


\ 6 




1 X y 



(vergl. §.2,6). 



5. Bestimmung des Coefficienten a^j^, welchen das Element 
a,jt in der Determinante R hat. Um die Glieder von Ä, in denen a^j^ vor- 
kommt, Übrig zu behalten, setze man die Elemente einer Reihe, welche das Ele- 
ment a^j^ enthält, gleich mit Ausnahme von a,j^. Setzt man dann i an die 
Stelle von a,-jj., so findet man den gesuchten Coefficienten 



«•,k = 



^1 



•1-1,1 



'1+1,1 



'n,i 



1 

^i + i,Ä-i ^i+i./c ^i + i,Ä+l 

«n,n-i ^n,A ^n,/f+i 



*i,n 







'i,n 



•\,n 



*) Jacöbi Grelle J. 22 p. 37r 



§.3,7. 
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welcher sich als Determinante (n«1)''" Grades darstellen Idsst (§.2,5). Wenn 
man die i^ Horizontalreibe zur ersten Horizontalreihe und die k** Verticalreibe 
zur ersten Verticalreihe macht, so finden (/— 1) + (ä— 1) Zeichen Wechsel in a^j. 
statt (§. 2, 4), folglich ist 

«•,*=(-<)•"*"* «1,1 •• «a-i «!,&+! 



*i,n 



«1-1,1 • 



•+1,1 • • 



•n,i 



Durch ein analoges Verfahren leitet man aus R den Coetficienten ab, wel- 
chen das Product a^j^ a^g in R hat, indem man i an die Stelle von a^j^ und a^g 
setzt und an die Stelle der übrigen Elemente, welche die in a^j^ und a^^ sich 
schneidenden Reihen des Systems enthalten. Dieser Coeflicient reducirt sich auf 
eine Determinante (n— 2)**° Grades u. s. f. 

6. Bestimmung von a^j^ durch cyclische Vertauschung. Um 
aus R eine dem absoluten Werth nach gleiche Determinante, deren Änfangsele- 
ment a^j^ ist, durch cyclische Vertauschung abzuleiten, hat man nach einander 
1—1 cyclische Vertauschungen der Horizontalreihen und k — 1 cyclische Vertau- 
schungen der Verticalreihen vorzunehmen, wodurch 

Zeichenwechsel eintreten (§. 1,5). Daher ist (5) 

«*,jfc = (-0^**"'*^^*'*"*^«t+a+i ••«•+,,n «i+i,!") «f+a-1 

«fl,Ä+l 

«i,Ä+i 
«i-i,fc+i 

Bei Determinanten ungeraden Grades können die GoefGcienten a,jt aus a^^ 
durch cyclische Vertauschung ohneZeichenwechsel abgeleitet werden . Zu 
recurrenter Bildung der Determinanten hat man demnach : 



a b c 



«1 K 



= o 



«2 ^2 ^2 

a b c d \ = a b^ c^ d^ 



h ^2 



c 



«2 



6 c 



«1 ^1 ^1 ^x 
«2 ^2 ^2 ^2 

«8 *« ^8 ^al 



K Cjj dj 



— a. 



h Cj dj 


+ «2 


*«c,d, 


-ö« 


6 c d 


*» ^8 ds 




6 c d 




»i c, d, 


6 cd 




6, c, rfj 




C* Cj d. 



7. Bestimmung von a^j^ durch Differentiation. Wenn die Ele- 
mente des Systems von einander unabhängig sind, so kommt bei der Differentia- 
lion von R in Bezug auf a,- j^ nur das Aggregat a,- ^^ "i,ik ^^ Betracht. Nun ist a^j^ 
von a^ jt unabhängig, folglich 



da. 



= a, 



i* 



u 



*) Jacobi Det. 6. 
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Der Coefficient Ton a^j^ in R kann demnach durch den partiellen Differeniial- ^ 
quotienten 5 1^ 

ausgedrückt werden. "^* 

Der Coefficient von a^ j^a^ g in R erscheint als Coefficient von a^ g in a^j^ und 
kann demnach durch Differentiation von a,-^ nach a^g gefunden, mithin durch 

b'R *) 

ausgedrückt werden. Aus diesem Coefficienten lässt sich der Coefficient von 
o^ jj. a^g in R ableiten, wenn man die ersten Suffixe i und r, d. h. die i** Hori- 
zontalreibe des gegebenen Systems mit der r^ vertauscht. Dabei erleidet R 
einen Zeichenwechsel, also ist der gesuchte Coefficient 

b*R _ a'ft 

Analog lässt sich der Coefficient von a^j^ a^g a^^ in R bestimmen. Man fin- 
det dabei Relationen zwischen den dritten partiellen Differentialquotienten von 
R u. s. w. 

8. Sind die Elemente des Systems, welche dieselben Suffixe in umgekehr- 
ter Ordnung haben, z. B. a^j^ und a^,-, von einander abhängig, so sind auch die 
Determinanten m*'° Grades 



\^k,r °'k,s H,t 



und Q = 



<*r,f ör,fc ^r,l 
«*,i «*,fc Ö5,/ 
«/,t ö^Ä «^,f 



deren eine aus der andern dadurch entsteht, dass die Reihe der ersten Suffixe 
mit der Reihe der zweiten Suffixe vertauscht wird, von einander abhängig. 
1. Wenn insbesondere aj^ ,• = a,- ^ , so ist Q = P, weil 



P=? 



^r,! \i ^t,i 
^r,k %k Hk 
^r,l a«,i %l 



^r,i ^r,k ^r,l 
%i \k Hl 
%i Hk Hl 



(§.2,3). 



^11. Wenn Ojfc,i = ~Of;A:, Of,i = 0, so ist Qz=z{—^\)^P. Multiplicirt man näm- 
lich jede Verticalreihe von P mit — 4, also (2) P mit (— 1)*", so erhält man 



(-.ipp = 



a. 



r,f ^Sji Hi 
Hk ^5,Ä ««,& 
Hl Hl Hl 



Hi Hk Hl 
Hi Hk Hl 
Hi Hk Hl 



(§.2,3). 



Ist die Reihe der Suffixe r,s,^,.. eine Permutation der Suffixe i,k,ly.. und m 
ungerade, so ist Q'nicht nur = P (§. 2, 4), sondern auch = — P, d. h. die De- 
terminante verschwindet identisch. 

9. Lehrsatz. Wenn R wie oben die Determinante 



^1 



*n,i 



*i,n\ 



*n,n\ 



♦) Jacobi Det. 4 0. 



§. 3, 10. 13 

und Ojif den Goefficienten von Ofi^ in R bedeutet, so ist unter der Toraussetsung 

du 

Dagegen ist unter der Voraussetzung Oj^ ,• = — a^j^ und a^ = 
d. h. bei geradem n 

und bei ungeradem n 

Beweif. Die Über R und a,- ^^ aufgestellten Behauptungen folgen aus den im 
vorigen Artikel gefundenen Eigenschaften von P und Q (vergl. 6). Ferner ist 
wegen des Zusammenhangs zwischen den correspondirenden Elementen a,- j^ und 

Nach der ersten Voraussetzung ist aber 

folglich 

Gemäss der zweiten Voraussetzung ist 

folglich (7) 

dA 

Bei geradem n ist — aj^ ,• = a^j^ , mithin 

Bei ungeradem n verschwindet v^- identisch, wie R selbst, und die Gleichung 

giebt das bereits erhaltene Resultat a^j^ = aj^ ,• . 

iO. Differential einer Determinante. Wenn alle Elemente des Sy- 
stems als von einander unabhängige Variable zu betrachten sind, so ist vermöge 
der Gleichung (7) 



§^^=^ «M*«a» 



das vollständige Differential 






*) Jacobi Grelle J. 42 p. 30. »*) Jacobi Grelle J. 2 p. 864. ***) Jacobi Det. 6 
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eine Summe, deren Glieder man aus a,)j. da^j^ ableitet, indem man für t und A- 
alle Suffixe von 1 bis n setzt. 

Sind z. B. y, , ^2 1 ■ ■) Vn Functionen von x, bezeichnet man den &*" Differea- 
tialquotienten von y,- durch y,- j^ , bildet die Determinante 

Vi y« • • Vn 



««= 



und bezeichnet mit i;,* j^ den Coefiicienten von y^ j^ in f?„ , so hat man nach der auf- 
gestellten Formel .^ 

Das Aggregat (1 ) •»'^ »,* 

verschwindet für jedes Ä unter n — 4 , folglich bleibt 

^^ — :5 ri. 17. *\ 

ii. Lehrsatz. Wenn R = ^±o,i a^^ .. a^„ und flf,-)^ der Coefficientdes 
Elements a^j^ in Ä ist; wenn ferner Bi=2±b^^ fr^^ . . 6„«|„_4 und /9,-jt der 
CoeflQcient des Elements b^j^ in B ist; wenn man endlich aus B neue Determi- 
nanten B^ dadurch ableitet, dass man die Elemente der ersten Verlicalreihe b^^, 
\ii "i *n— 1,1 durch die Elemente a, ,-, ag,-, . ., a««|^,- ersetzt, so ist identisch 

«n,i^i + a«,2^2+ • 
Beweifl. Nach (1) hat man die Identitäten 



«n,»^« = 0**). 



«n,i Oi.i 



■ «n,2 0|,2 
■«n,2 "2,2 






= 
= 



■«n,2 ön-1,2" 



Wenn man diese Gleichungen der Reihe nach mit den Grössen 

ri,i » P2,i) • •» r«— 1,1 
multiplicirt und die erhaltenen Gleichungen addirt, so hat in der Summe die 
Grösse a^^ den Coefficienten 

welcher aus der Determinante 

^ = <^i,i /^i,i + &2,i /^2,i + • • + *n-i,i /^n-.i,i 
dadurch entspringt, dass an die Stelle der Elemente 6^, 62,1 1 • • '^n— 1,1 d*® Ele- 
mente a, ,., a2,-, . ., a„_, ,. treten. 



statt 



Beiapiele. Schreibt man zur Abkürzung 

{ab) {abc) (abcd) 



a b 




abc 




«1 \ 




a, b, Cj 
ch ^ C2 





a 6 c c( I 

Ol *i c, rfij 

«2 ^2 ^2 ^2| 

«8 *3 ^3 ^^3' 



♦) Abel Grelle J. 2 p. 22. Malmsten Grelle J. 39 p. 94. 
**) Bezoct (cquat. alg^br. i779 g. 220) hat die einfachsten Fttlle dieser Identität angegeben. 



§.4,1. 15 

so erhalt man 

(6c) (od) + (ca)(bd] + (ab) {cd) = *) 
{bcd)(aef) - (cda){bef) + (dab)(cef) — {abc)[def) = 
(bcde){afgh) + [cdea){bfgh) + (deab)(cfgh) 
+ {eabc){dfgh) + [abcd)(efgh) = u. s. w. 

Anmerkung. Die entsprechenden geometrischen Sätze (vei^l. unten §.16) 
hat Monge 1809 abgeleitet (Journ. de T^c. polyt. Gab. 15 p. 68), später Möbius 
(baryc. Calc. §. 166 u. 171). Der obige Lehrsatz ist in der allgemeinen Zerlegung 
des Products von 2 Determinanten enthalten, welche Sylvester (Philos. Mag. 
1 851 , II p. 1 42, vergl. 1 852, II p. 342) gelehrt hat und vpn welcher Faa de Bruno 
(Liouv. J. 17 p. 190) einen einfachen Beweis mitgetheilt hat. 



§. 4. Zerlegung einer Detenninante in eine Summe von Producten 
aus partiellen Determinanten. 

1 . Lehrsatz. Man vertheile die Horizontalreihen des gegebenen Systems von 
V? Elementen in Gruppen, die ersten a Horizontalreihen in die erste Gruppe, die 
folgenden ß in die zweite, die folgenden y in die dritte u. s. w., so dass a + /? 
H- y + . . = n. 

Aus einer beliebigen (aufsteigend geordneten) Combination von a Vertical- 
reihen der ersten Gruppe bilde man die Determinante A vom a*'" Grade. 

Unter den Yerticalreihen der zweiten Gruppe lasse man die Fortsetzungen 
der in A vorkommenden Yerticalreihen weg und bilde aus einer beliebigen Com- 
bination von ß der übrigen Yerticalreihen die Determinante B vom /?'''" Grade. 

Unter den Yerticalreihen der dritten Gruppe lasse man die Foilsetzungen 
der in A und B vorkommenden Yerticalreihen weg und bilde aus einer beliebi- 
gen Combination von y der Übrigen Yerticalreihen die Determinante C vom y*"* 
Grade u. s. f. 

Unter den Yerticalreihen der letzten Gruppe lasse man die Fortsetzungen 
der in AyB,C, . . vorkommenden Yerticalreihen weg und bilde aus den übrigen 
Yerticalreihen die Determinante (n— a— /?— y— . .)^*'' Grades. Man bilde das 
Product ABC . . auf alle möglichen Arten und gebe den einzelnen Producten das 
Zeichen + oder — , je nachdem die Reihe aller zweiten Suffixe eine Permutation 
erster oder zweiter Classe der gegebenen zweiten Suifixe ist : das Aggregat die- 
ser Producte ist die gegebene Determinante**). 

Beweis. Ein Product wie ABC . . umfasst diejenigen Glieder der Determi- 
nante, welche aus dem Anfangsglied a^^ a^ ^ . . a,^,^ dadurch hervorgehen, dass 
man die ersten Suffixe unverändert lässt; dagegen die zweiten Suffixe in aufstei- 



*) Diese Identität Icommt nach Vandbruonde's Angabe (1. c. p. 527) bereits in den von 
FoKTAiNE 1764 herausgegebenen Memoiren vor (au commencement de sb seconde mdthode du 
caicul integral) . 

**) Jacobi Det. 8 nach dem Vorgange von Laplacb 1. c. p. 294. 
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gend geordnete Gruppen von a, ß^y, . , Suffixen vertfaeilt und die Suffixe der 
einzelnen Gruppen pennulirt. Wenn man die Gruppirung auf alle möglieben 
Arten ausführt und jedesmal die Suffixe der einzelnen Gruppen permutirt, so 
erhält man alle Permutationen der gegebenen zweiten Suffixe. Das Aggregat aller 
Producte ABC . . umfasst demnach alle Glieder der gegebenen Determinante. 
Die Determinante A ISsst sich auf 

verschiedene Arten zusammensetzen, weil es von n Suffixen soviel Gombinatio- 
nen zu je a giebt. Zu jeder Determinante A lassen sich (ä"**) verschiedene De- 
terminanten B setzen, weil es von den n — a übrigen Suffixen soviel Combina- 
tionen zu je ß giebt. Zu jedem Product AB lassen sich ("*""'') verschiedene 
Determinanten C setzen u. s. f. Daher lassen sich überhaupt 

WV» )\y / ' ""1.2...«. 4.2.../S.4.2...y... 

Producte ABC. . bilden, deren Aggregat die gegebene Determinante ist. In der 
That findet man die Anzahl der Glieder der Determinante (4 . 9 . . . n), wenn man 
die Anzahl der Producte ABC . . mit der Anzahl der Glieder eines solchen Pro- 
ducts (4 . « . . . a. 1 . 2 . . . /?. r 2 . . . y . . .) multiplicirt. 
Beispiel : 



a a. a, a. 
b b, 6, 6, 


= 


f'i'ä'.Z 


— 


a a^c, Cg 
b b^l^d^ cfg 


+ 


a Ogl'c^ c, 
b b^ d, d^ 


+ 


«1 «2' ^ ^s 
6, 6,|dd, 


C C| Cg Cg 

d d, d, d. 








\ bz\\d d. 


+ 


h ^z d d^ 


• 





Die Zerlegung einer Determinante n^'" Grades in eine Summe von Producten 
aus je einer Determinante 2^" und einer Determinante (w— 2)**" Grades findet 
man ausführlich behandelt von Jagobi Det. 9 u. 10. 

2. Wenn die Elemente des gegebenen Systems verschwinden, welche i Ver— 
ticalreihen mit n— e Horizontalreihen gemein haben, so reducirt sich die Deter- 
minante auf des Product einer Determinante t**" Grades mit einer Deteniiinante 
(n— 0»'" Grades*). 



«M- 


• «i,< «»..-»■ 1 


• "i,n 


= 


«M- 


• Ol.< 


a,+l,i+l • 


• a.- 


. 


• af+M+« • 


• «.•.» 




«M • 


• ".,• 


«n,<+i • 


. o„ 


• a.+ i,n 








. 


• «n,. + i • 


• o„,„ 













Zerlegt man nämlich die {gegebene Determinante in eine Summe von Producten 
aus Determinanten e*"" und {n—iY"'' Grades, nachdem man die in der Voraus- 
setzung erwähnten (n— t) Horizontaireihen und die übrigen i Horizontalreihen in 
je eine Gruppe vereint hat, so ist unter den zu bildenden Determinanten (w— ?)**" 
Grades nur eine von Null verschieden. 



*) Jacobi Del. 6. 



§.4,4. 
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3. Wenn man zwei Permutaiionen von 1, 2, ..,n im Allgemeinen durch 

/)?, .., r, s, .. 
t, Ä, .., w, V, .. 

bezeichnet und darin f,g, .. und t, A', .. Gruppen von m Sufiixen sind, während 
r, 5, .. und u,t;, .. die Übrigen n^m SufGxe bedeuten, so heisst die Determinante 
w**** Grades 

eine (n— w)*' partielle Determinante in Bezug auf die Determinante n}' 
Grades 



fl = 



• «M •• %n 



^n,i • • ^n,n 



*]■ 



Der Coeflicient dieser partiellen Determinante in R lässt sich durch die Bemer- 
kung ßnden, dass 

worin £ die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem die gegebenen 
Permutationen einer Classe angehören oder nicht (§. Sl, 4). Durch Zerlegung von 
eR in Producte aus Determinanten m*'" und (n— m)*''" Grades ergiebt sich als 
Coefficient der partiellen Determinante 

H* Hk ' I 



in eA die partielle Determinante 



®r,f* ^r,v • 



Der gesuchte Coefficient ist demnach, wenn a die angegebene Bedeutung hat, 






Übereinstimmend mit dem Coefficienten des Products o^,- agj^ . . in Ä (§. 3, 7) 
i. Die Entwickeiung der Determinante 



f{^)-^ 



a. ,+« a 



1,« 



*i,n 



^2,1 



a^,+2 . . a^^n 



'n,2 



«n,n-»-« 



*) Nach der von Jacobi Grelle J. 27 p. 206 und 80 p. 436 angenommenen Benennung. Vergl. 
die System es d^rivös bei Caucht 1. c. p. 96. 

Baliz«!*, Determ. 3 
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nach Potenzen von x giebt 



.+;5"-*^Ä, + 5*, 



wo 






eine partielle Determinante m^ Grades ist, deren Diagonalreihe aus Elementen 
der Diagonalreibe von A^ besteht, und 2R^ die Summe der Determinanten be- 
deutet, welche aus R^ entspringen, indem ftlr die Suffixe t, A:, .. alle verschiede- 
nen Gombinationen von je m aus der Reihe i , 2, .., n gesetzt werden *). 

Beweis. Die Uebereinstimmung des ersten Gliedes R^ mit /'(O) und die Rich- 
tigkeit des letzten Gliedes s^ ist unmittelbar wahrzunehmen. Die Glieder der 
Entwickelung , welche js"* enthalten, entspringen aus den Gliedern der Determi- 
nante f{z)j worin irgend welche m Elemente der Diagonalreihe vorkommen. Be- 
deutet nun t, kj . . irgend eine (aufsteigend geordnete) Combination von m Suffi- 
xen der Reihe i,i, ..n und r, 8, .. die Reihe der tlbrigen Suffixe, so ist (§. 2,4] 



f(»)'^ 









%k 
%k 









a^,.+a Qr^g 



'*s,r 



«M+^ 



Aus dieser Form von f(z) erkennt man nach Lehrsatz i , dass die Entwickelung 
des Products 






ar^r-^z 






einen Theil der gesuchten Entwickelung von der Determinante f(z) bildet. Die 
Entwickelung des ersten Factors nach Potenzen von z schliesst mit s^y die des 
zweiten Factors beginnt mit 



Daher ist 






*r,r "r,* 



die allgemeine Formel fllr ein Glied der gesuchten Entwickelung, worin z^ vor- 
kommt. Indem man für die Suffixe t,i, .. alle möglichen Gombinationen von je 
m aus der Reihe i , 2; .., n , folglich fttr r, s, . . alle möglichen Gombinationen von 
je n-'-fn aus derselben Reihe setzt, erhalt man alle Glieder von f(z)^ in denen 
der Factor z^ anzutreffen ist. 



Jacobi Grelle J. «9 p. 45. 
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§. 5. Anordnung einer Determinante nach Producten der Elemente 
von zwei sich schneidenden Reihen. 

i. Lehrsati. Bedeutet R die Determinante 2±a^^ a^^^ . . a^,^, B! den 
Coefficienten des Elements a^^^ in i?, a,- j^ den GoefficieDten des Elements a^- j^ in 
fl*, so ist 

Die einzelnen Glieder der Summe werden dargestellt, indem man 

setzt*). fc=1,2,..,Ä-4,5+4,..,n 

Beweii. Die Glieder der Determinante R enthalten entweder das Element 
Qf.^ , odei^ das Produet von S Elementen der in af.g sich schneidenden Reiben 
z. B. a^jg a^^,, wo k irgend ein von s verschiedenes und * irgend ein von r ver- 
scliiedenes Suffix bezeichnet. Das Aggregat der Glieder von R, in denen a^g vor- 
kommt, ist a^g R' nach Voraussetzung. Der Goefficient des Products ti^ j^ a^g in 
R ist entgegengesetzt gleich dem Coefficienten von a^^^ a^i^ in R (§. 3,7), mitbin 
entgegengesetzt gleich dem Coefficienten von a^^ in R'. Daher ist — a^;^ der 
Goefficient von a^j^ a^^ in R. 

Zniati. Nach der obigen Bezeichnung ist der Goefficient des Elements. a^j^ in R 

-f «M^a» t=^2|, ..,r-1,r-h<,..,n. 

Ebenso ist der Goefficient von a^^g in R 

2. Ist das System der gegebenen Elemente symmetrisch, so dass aj^^ = a^ j^ , 
ist B^ der Goefficient des Elements a^ ,. in /t und a^^j^ der Goefficient des Elements 
o,- j^ in A'y'so findet man (1 ) 

Ä = a,-^Ä' — .^Or,f ^r,k «»,* • 

Die Glieder der Summe, welche durch ungleiche i und k entspringen, sind in 
diesem Falle paarweise einander gleich, weil aj^^ = a^j^ (§. 3,8). 
Beiipiele : 



1« *01 *02 
*C» ^i« ^2« «a 



= a a, og -- a 6,^* - a, 602*- a, 6^1* + 2 b^, b^^ b,^ . 



- a (a^ Ojj ag - a, 6,3* — o, 6^3* - a, 6^,^* + 2 b^^ 6^, 6^3) 
-Kii<hP%- ^n) - *02* (Ol «2 - Kz)-b^^ («i «2 - *I2*) 

-•- 2 6^,, 602 («8 *12-*18 *28) + 2 601 608 («2 *18-*« ^28) 
+ 2 602*02 K^8-"^2^8^• 



*) Ein besondrer Fall dieser Formel findet sich bei Caucht (J. de l'^c. polyt. Gab. 4 7 p. 69). 

3* 



so 
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Insbesondere ist 



t) a 6 

a c 

6 c 

a b c 

o Cj 6, 

b c^ Q a, 



= 2 a6c 



= [aa^ -h 66j — cc,)*— 4 aa, 66, 
c 6, o, ^ _ ^ y~^^ ^ y-^^ ^ y^^^^ ^ ]/^äa,+ Ybb, - V^c,) ( V^a,. 

/66, + y^c,) (- j/^a, + YT>b, + /cc J . 
a^+62 + c*-.2a6-2 6c-2ac 



^ '\ \ \ 

4 c 6 

4 c a 

1 6 a 



= (a + 6 — c)^ — 4 a6 

= -( >/a+ /6h. Y^c)[yik^ ■)/'6— }/"c)( j/a- }^ö+ "K"c)(— >^ä 



§. 6. Producte von Determinanten. 

1. Lehrsatz. Man bilde aus zwei gegebenen Systemen von Elementen 
«1,1 • • öi,p 6, , . . 6, p 



«n,i • • ^n,p 



\x • • Vp 



ein drittes System von Elementen 



^i,i • • ^i,n 



^n,t • • ^n^n » 



nämlich das k^' Element der i'"* Horizontalreihe c,jt dadurch, dass man die Ele- 
mente der t*"" Horizontalreihe im ersten System 

Ol,! 0|,2 . . a^,p 
der Reihe nach mit den Elementen der ä;*^" Horizontalreihe im zweiten System 

multiplicirt und die Producte addirt, d. h. 

^i,k = %i h,l -+■ ö|,2 ^Ä,8 + • • + Of,p ^&,p • 

Die Determinante dieses Systems 2±c^^ Cg^ • • c„,n werde mit Ä bezeichnet. 

Man bilde aus einer beliebigen Combination von n Verticalreihen des ersten 
Systems die Determinante P und aus P durch Vertauschung von a mit 6 die De- 
terminante Qf deren Elemente dem zweiten System angehören. Man bilde die 
Summe aller möglichen Producte PQ, so ist 

R:=^2PQ. 

Wenn p = n, so reducirt sich R auf das eine Product PQ. Wenn ;; < w, so vv*r- 
schwindet R identisch*). 



*) BiRET und Cauchy (in den gleichzeitigen Abhandlungen J. de i'ec. polyl. Cah. 4 6 p. 286 
undCah. 4 7 p. 84, 407) haben diesen Satz durch Belrachtung der besondorn Falle, welche 



§ 6,1. 
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Baw0]f. Wenn jedes der n unbestimmten Sufiixe r,f <, .. der Reihe nach 
die Werthe 1,2, ..,p annimmt, so ist nach Voraussetzung das Anfangsglied^der 
Determinante R 



*i,r \* ^8,/ 



Daraus entspringen die übrigen Glieder von R, indem die zweiten Suffixe der 
Elemente c permutirt werden, während die ersten Suffixe unbeweglich bleiben. 
Bei diesem Verfahren werden aber unter dem Summenzeichen nur die ersten 
Suffixe der Elemente b permutirt, alle andern Suffixe erleiden keine Verände* 
rung. Daher ist 



\,r\s\t ••) 



= 2 



«i,r %s %t 



Die Determinante Q verschwindet, wenn unter den Suffixen r, «,<,.. zwei gleiche 
vorkommea (§. 2, 4). Mithin erhält man alle Glieder der zu bildenden Summe, 
wenn man für r,«, ^, .. alle Gomplexionen von je n verschiedenen Suffixen aus 
der Reihe 1 , 2, ..,p setzt. 

Ist nun p < n, so ist i? = 0. Denn unter den Suffixen r, 5, /, .., deren Werthe 
aus der Reihe 4,2, ..,p zu nehmen sind und deren Anzahl n ist, mUssen einige 
einander gleich sein ; folglich ist Q bei jeder möglichen Bestimmung von r,5, tj .. 
identisch = 0. 

Ist p = n , so können für die Complexion der Suffixe r, 5, i, . . nur die ver- 
schiedenen Permutalionen von 4,2, ..,n gesetzt werden, weil bei jeder andern 
Bestimmung Q identisch verschwinden würde. Durch Permutation der Suffixe 
r,s,t, .. wird aber Q entweder in Q oder In — P verwandelt (§. 2,4), folglich 
umfasst die mit R bezeichnete Summe alle Glieder der Determinante .^±0^^^ 
^2 2 *' ^nn ^^^ ^^^ Factor Q behaftet, d. h. 



R=: 



'1,1 



*i,« 



Ki 



Ist p'>nj so können für die Complexion der Suffixe r,s, t, . . zunächst alle 
Combinationen von je n aus der Reihe 1,2,.. p gesetzt werden. Dadurch findet 
man (^\ Glieder der zu bildenden Summe, aus denen die Übrigen sich ableiten 
lassen, indem man für jede Combination r,5, t, .. ihre Permutationen setzt. Nach 
den im Falle pssn gemachten Bemerkungen bildet jedes der (^ Glieder im Ver- 
ein mit den aus ihm abgeleiteten Gliedern das Product von zwei Determinanten 

PQ, also ist 

R=^2 



ö|,r «i.« (h,t • 


^i,r ^,5 ^\,i ' 


Hr "2,« «2,r • 


(^2,r Ks ^U • 
\r ^8,, \f . 


Hr «8,5 «8./ / 



Ugrange (M^m. de Tacad. de Berlin 1778 p. 385) und Gauss (Disquis. ariihm. 457. 459. 268, 1) 
gegeben hatten, abgeleitet. Vergl. Jacobi Det. V4 ii. 4 4. 
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wo für die ComplexioD r,s,t,.. alle GombinaiioDen von je n aus der Reihe 
1 , ^ 3, .., p zu setzen sind. 

Beiipiel. Wenn 
so ist ^*'* "" ^•»* *'* 



• Hi ^2 ' 



' «1,8 f^Kz » 



il ^1« ^18 ^14 

^21 ^28 ^28 ^24 

'31 ^82 ^88 ^ 

C41 C42 C^ C^ 



= 0, 



'^u ^rt 


c« 


= 


0« 


«I» a«! 


f>u *« *« 


» 


''»1 '^M '^Zt 




««I «»« «M 


l" ^» 5» 




'^»i '^ <^88 




0»1 0» «88 


*»t *W .*M 




^11 ^i» 


= |Oll o«! 


^• ^' 


+ «11 «la 


*11 ^8 


c». c„ 




«,. 


«»1 


*« "m 


0.1 «M 


*21 *28 



''*12 **18 
«22 «28 



&I2 &18 
*22 *28 



2. Wenn insbesondere die Elemente b den mit denselben Suffixen versebe- 
nen Elementen a gleich sind, so ist das System der Elemente c symmetrisch, d. h. 



folglich 



Hh == ^k,« = «1,1 «Ä,i 



%i 



%i 



^i,n 



^n^n 



öi,r «1,« öl,,| . 
«2,r %,* «2,«- 
Ö8,r «8,^ öj^i • 



worin man für die Complexion r,5,t;.. alle Cömbinationen von je n aus der 
, Reihe 1 , 2, ..,p zu setzen hat, um alle Glieder der Summe zu erhalten. 

Solange die Elemente a reell sind, ist die Determinante 2±c^ ^ (^^ . . c^^ 
positiv und kann nur dadurch verschwinden, dass die Determinante 

%r «M \t 
<h,r %s Ht 
Hr %s «8,r 

^ bei allen Cömbinationen r, 5, ^, .. verschwindet*). Der besondere Fall 

^^i + yVi + ««i ^^2 + »2/2 + «2 = 



o^ 


+ y* 


+ a» 


«100 + y,y 


+ »,» 


avB 


+ y*y 


+ 1V 



x: 



Vi 



'i 



«Tr»i+Mi+««''i ^2 



<r» 2 ,j_ -- 2 



y» 



+ a«J 


= 


X y a 


+ 3A 




a?t yi *. 


+v 




3511 y» % 



ist bereits von Lagrangb (sur les pyr. 3) gefunden worden. 

3. Das Pröduct von zwei Determinanten P und Q n**" Grades 
ist eine Determinante i? desselben Grades, die man auf 4 im Allgemeinen ver~ 
schiedene Arten darstellen kann ^) , indem man ihre Elemente entweder aus je 
einer Horizontalreihe von P und einer Horizontalreihe von Q zusammensetzt, 
oder aus je einer Horizontalreihe von P und einer Yerticalreihe von Q, oder aus 
je einer Yerticalreihe von P und einer Horizontalreihe von Q, oder aus je einer 
Yerticalreihe von P und einer Yerticalreihe von Q. Wenn nämlich 



P = 



•1,1 



•n,i 



*!,» 



^n^n 



\i ' ' *M 



'n,i 



.6. 



n^n 



♦) Jacobi 1. c. 



**) Cadcht 1. c. p. 88. 
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so ist nach Lehrsatz 1 
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- i? = 



''1,1 • • ''i,» 



'^»,1 • • '^«,n 



^PQ 



unter der Voraussetzung , dass 



Polglich ist 



\i • • %n 



•n,i 



'i,i 



.^, 



«1,1 ^,i+- - + 01,1» \n »1,1 \i- 









\n Kn 



n^n 



•at,»fti 



«2,11*2,11 

«n,i \t + - +0^,1» fti,n On,i *2,t+- ^^n,n *2,n • • «11,1 ft|i,i + - -"^Sn *n,n 
Nach der hierin enthaltenen Bildungsregel ist femer 



•i.i 



•n,i 



M,i 



M,t 



\n 



*\,n 



««.. 



'IM 



*",n 



*n,» 



\i- 


.6«,i 


= 


«1,1 *i,i+- 


-*-«i,n*n,i 


■ • «1,1 *i,n+- 


• + «i,n<'»,n 


) 


6i.n • 


*n,n 




o«>t \i+- 


•+a«.n \i 


• a«,i ^,n+- 


•+0,^« *«,» 




ft... • 


*i,» 


= 


«1,. »!,. + • 


• + "n,i*i,n- 


• Oi,i *»,! + ■ 


• + ««.iV» 


1 


i«.i .'• 


\n 




«i.n *i,i+' 


•+0»,n*i,n 


• «i,n *«,!+• 


-*-On,n*«,n 




^i- 


•\. 


= 


a.,1 *.,!+• 


• + Oi,»*i,» 


• 0.,i *«,!+• 


• +«i,n \h 


• 


v'. 


Vn 




«n.» *i,i-^- 


-•-ö»,»*t,»- 


• «n,i *i,n+- 


•+0«,nV« 





Die links siebenden Determinanten, deren Product gebildet wurde, sind 
von P und Q nicht verschieden (§. 2,3). Also sind die rechts stehenden Deter- 
minanten von R nicht verschieden, 'd. h. 



«1,1 • • %n 



'n,i 



'n^n 



»11,1 • • öfi^fi 
wenn Cj j^ eines der Aggregrate 

«1,1 *ife,i-^-«i,2 ^M"*" 

«1,1 *i,ft + öff2 62jfc + 

«M *fc,i + 02,f *ä;2 + 
«M *i,ft+a2,i *2,fc + 



= c. 



'l,i 



-i,n 



^n»i ■ • ^%n 



+ Ot,n K,ki 
+ «»,1 *n,fc 



bedeutet. 

4. Das Product von beliebig vielen Determinanten ist eine 
Determinante, deren Grad den höchsten unter den gegebenen Graden nicht über- 
steigt und deren Elemente ganze rationale Functionen der gegebenen Elemente 
sind*). Wenn nämlich die Grade der gegebenen Determinanten den n^^ Grad 
nicht Übersteigen, so kann man alle Determinanten als solche n^ Grades dar- 
stellen und dann nach der Regel (3) die erste mit der sweiten multipliciren, das 
Product mit der dritten u. s. f. 



*) Jacobi Det. 43. 
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Nach §. 2, 6 ist 



«1,1 • • «1,1» 



«m,! • • ^m,fn 



«mi 



*i,n > 



^»,ni 



«1,1 • • «i,fn 



'<»< 



wenn von den Elementen a^j^ für t > rn jedes = oder 1 ist, je nachdem kS i: 
die übrigen nicht gegebenen Elemente bleiben unbestimmt. Daher ist 

\i • • ^,n = «1.1 • • «i,n ^1,1 • • ^,»1 

^n,i • • ^n,» «n>i • • «n,« ^»,1 • • ^n,n 

<^i,k = «f,i hi + «f,2 h,2 + • • + ö,-,n *fc,n 
Von diesem Aggregat bleiben für i^^m nur die Glieder 



«m.i • • ^m,m 



^i,n 



^n^n 



wenn 



^ifc,» + «f,i+i *ifc,t+r 



•a, 



i,n "Ä:,n 



übrig. Wenn die unbestimmten Elemente sämmtlich verschwinden, so erhält man 

Ci,Ä: = «t,i ^k,i + «1,2 ^Ä,2 + • • + «1,1» *A,f» » 
wovon für t > m nur öjt,i übrig bleibt. 
Beispiel : 



a b c d 

«1 ^1 Ct di 

«2 *2 ^ 4j 

«8 ^8 ^Z ^3 



P 9 
Pi 9i 



a p -\-b q a p^^b q^ c d 

«iP + ^9 «iPi + ^7i c, d, 

a^p-hb^q a^p^^b^q, c^ d^ 

«8P-^-^87 «8Pl + ^39l ^3 d. 



"»,»» 



und zwar 



5. Lehraats. Ist P^2±a^^^ a^^ .. o^^, Q^S±b^^ b^^ 

%lc = «1,1 ^k,x + «f,2 *ä:,2 -•- • • + «•> ^/fc,» » 
SO dass PQ^R (4) ; sind femer a^j^, ß^j^, y^j^ die Goeffi cienten von a^^^, ft^jt, 
c,-^ bezüglich in P, Q, i{, so ist 

und insbesondere, wenn die Elemente b^j^ == «$ it > 

Beweis. Der Coefficient von o,-,. in PQ ist nach den gemachten Vorausset- 
zungen a^^ p. •Weil femer (§. 3, 1) 

Ä = 2:c<,,y^,, 5 = 1, 2,. .,n , 

= I? («•,! \i + «»,2 ^,2 +..-»- «•> ^,n) n* » 
so ist S bgr Yi^s d^r Goefficient von a^^ in i{. Nun ist PQ^R, folglich 

«t,rC>=f Vyf,* 



"*) Caücht h c. p. 90. Vergl. Joachimsthal Grelle J. 40 p. 46. Dieser Satz ist in dem i 
gemeinen Satze (4) enthalten. 
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Die Summe 2 6,,. /J^j.^, deren Glieder durch die Werthe r=1,2,..,n entste- 
hen, verschwindet, solange s von k verschieden ist, und hat den Werth Qj wenn 
5 = ft ist (§. 3, 1). Daher bleibt von der Totalsumme nur das Glied yij^Q übrig, 
so dass 

Beispiel. Wenn 



ja 6 c 
,0| &! C^ 



vermöge der Gleichungen 



^2 ^ 



2 ^2 



l m n 


= 


r s t 









r ssa l -k- b m +c n 

^ = ^2 '2+ ^2 ^^2 ■'"^2^2 5 
wenn ferner die Goeiiicienten voa o, 6,.., Z,m,..,r, 5,.. in den einzelnen Deter- 
minanten mit den entsprechenden griechischen Buchstaben bezeichnet werden, 
so ist nach dem bewiesenen Lehrsatze 

^2 = «2^2+/^2f'2H-y2»'2 



also 






b c 
b,c, 



m n 



c a 



n l 



a b 



l m 



a^ n^ /j a^ b^ 

In dem besondern Falle, dass das zweite System mit dem ersten übereinstimmt, 
erhält man die hUufig angewandte Identität*) 

{a^^b^•hc^)(a^^•hb^^ 'hc^^)'-{aa^-hbb^^-cc^)^ =^ (6c^— 6^c)*+(cOj— c^a)* 



§. 7. Determinanten «von adjungirten Systemen. 
1 . Wenn a,-^ den Coefücientea von a,-^ in der Determinante 

Bedeutet, so heisst das System der Elemente 

«1,1 • • «i.n 

dem System der Elemente aadjungirt**). 

LehrsatE. Die Determinante des Systems von Elementen, welches einem 
gegebenen System von n* Elementen adjungirt ist, ist die (n— 1)'^ Potenz der 
Determinante des gegebenen Systems'*'**). 



♦) Cauchy Anal, algöbr. Note II (84). 

**} Caüchy I. c. p. 64 hat diese Benennung aus der Theorie der quadratischen Formen 
(Gauss disquis. arithm. 267) entnommen. 

***) Caücht 1. c. p. 82. Den Fall n =: S findet man bei Lagrakce sur les pyr. 5 und bei 
Gauss 1. c. 

Baltzer, Determ. 4 
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Beweis. Wenn man 



*i,n 



«n,i • • «n,» 



mit R multiplicirt, so erhalt man (§. 6, 3) 



1,1 



worin 



^n,n 



Diese Elemente haben den Werlb R oder 0, je nachdem k und t gleich oder ver- 
schieden sind (§. 3, 1). Also reducirt sich ihre Determinante auf das Anfangs- 
glied c,^ c^j . . Cn^n = ^ (§• 2> '^)- l>aher ist 



a 



!,W 



«fi,i • • <^n,n 



R=R^; 



%i • 



«i,n = 



2. Lehrsatz. Eine partielle Determinante des adjupgirten Systems vom 
m*" Grade ist das Product von fi"*"* njit dem Coeflicienten, welchen die ent- 
sprechende partielle Determinante des ursprünglichen Systems in R hat*). 

Beweis. Wenn 

f}9i .., r, 5, .. 
i,k, .., M,v, .. 

gegebene Permutationen von 1 , S, ..,n sind und darin /*,9, .. und t, k^,, Gruppen 
von m Suffixen bedeuten, während die übrigen n---m Suffixe durch r^s, .. und 
u, v, .. bezeichnet werden, so ist die Determinante m}^ Grades 

|«/;t ^f,k 

eine partielle Determinante des adjungirten Systems (§. 4,3). (Inter den gemach- 
ten Voraussetzungen ist aber 









= «/?, 



WO € den Werth 1 oder —4 hat, je nachdem die gegebenen Permutationen in 
eine Classe gehören oder nicht (§. 2, 4). Die gesuchte partielle Determinante des 
adjungirten Systems kann, um mit eR multiplicirt zu werden, die Form erhal- 
ten (§.6,4) 



*} Jacobi Det. 4 4. Die zum Beweis dienende Multipllcation der gesachten Determioanle 
mit R ist von Borcbakdt angegeben worden. 



§. 7,2. 



It 






worin die Elemente b den Werth 1 oder haben, je nachdem sie in der Diago- 
nalreihe oder ausser derselben stehen. Das Product beider Determinanten ist die 
Determinante eines Systems von Elementen c, unter denen c^^, c^^i**} ^m,m 
den Werth R haben, während die Übrigen Elemente der ersten m Horizontalrei- 
hen verschwinden (§. 3, 1). Die (m+l)*', (m-f-2)'*,.. Horizontalreihe gleicht der 
(wn-l)**", (m+2) **",.. Verticalreihe in eR. Diese Determinante reducirt sich aber 
auf das Product von zwei Determinanten (§. 4, 2), deren erste den Werth fP hat 
(§. 2, 7) ; die zweite ist 



Daher ist 



Nach §. 4, 3 bedeutet 






^g.i ^g,k 



Hu Hv • 



(§.2,3). 



= Ä^-^€ 



%u Hv • 






den Goefißcienten, mit welchem in R die partielle Determinante des gegebenen 
Systems 

versehen ist, deren Elemente mit denen der gesuchten Determinante in Hinsicht 
der Suffixe übereinstimmen. 

Beispiele. Wenn R=:2±a^^ a^^ • • ^n,ni so ist 



Ebenso ist 



«1,1 • • «i,m 



«m,i • . ^m,m 






«1,1 • • \k 



•m+i,m+i 



^m+i,n 



n,m+i 



.. ö, 



n,n 



Wenn insbesondere n = 5 ist, so ist 



weil die Permutationen 
nicht in eine Classe gehören 



«JI 


«2« «M 


= -«* 


«41 


«« «U 




«Bt 


«« «M 








2 4 5 4 3 
13 4 2 5 



*) Jacobi \. c. 
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Dagegen ist 



«11 «M 


= fl 


a« «14 «iB 


«♦1 «M 




«« «M o«a 
flio «»4 a» 



^^^' 2 4 4 3 5 

4 3 2 4 5 
Permutaiionen derselben Classe sind. 

3. Der Coefficieni des Elements a^j^ in der Delerminante der adjungirten 
Eleinente 2±a^. a^^ . . a« ^ ist 

Denn dieser Coefficient ist eine partielle Determinante des adjungirten Systems 
vom (n— 4)^" Grade und der Coefficient, welchen die entsprechende partielle 
Determinante des ursprünglichen Systems in R hat, ist a^j^ , wie unmittelbar ein- 
leuchtet. Wenn insbesondere n = 3, so ist 



«21 «2 



l«22 «28 



:i?Oj^ U. S. W.*). 



4. Um überhaupt eine partielle Determinante zweiten Grades im adjungir- 
ten System zu berechnen, z. B. 

bedarf man des CoefficienteU; welchen die entsprechende Determinante 

in R hat. Dieser Coefficient stimmt mit demjenigen überein, welchen das Pro- 
duct Ufi Qg^ in R hat (§. 4, 3). Folglich ist 



Ebenso ist 



^üA ^g.k 



^f,i ^f,k ^f,l 
^9>i ^g,k Hl 
«Ä,t «A,* «A,/l 



= i?* 






^%i^^g,k^^Ki 



u. s. f. 



Diese Identitäten geben zugleich an, wie man zweite, dritte,., partielle 
Differentialquotienten einer Determinante durch erste partielle, Differentialquo- 
tienten derselben ausdrücken könne. 

5. Wenn R identisch verschwindet, so verschwinden auch iden- 
tisch die partiellen Determinanten des adjungirten Systems vom 2**^, 3^°,.. 
Grade, weil sie den Factor R enthalten (2). Aus der Identität 



folgen die Proportionen 






= 



,f ' Hk » «/;i 



Hi = "/;* 



^g.k^ 



«/li • «/,2 

«1,1 '- «2.. 



«/;3 • • • = «^,i 



^0^,2 



*g.9 



a, 



8,1 



= «i,fc • «2,fc • «a,& 



*) Lagrange sur les pyr. 8. 
und an<1erwUrts. 



♦*/ Jacobi Del. 4 0. 



♦**) Jacobi Grelle J. 15 p 464 
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Wenn insbesondere die Elemente des g^ebenen Systems so beschaffen sind, 
dass aji^i = ± a^j^ , so ist unter Voraussetzung der Identität A s auch 



— "ik "k,k 



= 0, 



folglich 

Hieraus einlebt sich die Proportion 

«1,1 • «1,2 • «1,3 • • • - /«1,1 • /«2,2 • /«3,8 • • » • 

welche einerseits anzeigt, dass die Verhaltnisse a,j : a^^ ■ «la • • • von i unab- 
hängig sind, und andererseits, dass durch das Zeichen einer unter diesen Wur- 
zeln die Zeichen der übrigen Wurzeln bestimmt sind. 



§. 8. Determinante eines Systems von Elementen, untör denen die 
correspondirenden a^^^ und a^^^ entgegengesetzt gleich sind % 

i . Lehrsatz. Die Determinante geraden Grades 



i? = 



^i,i • • \n 



\i • • ^fi,n 



deren Elemente so beschaffen sind, dass 

öÄ,i = — »(,&, 0^==^» 
ist das Quadrat einer ganzen rationalen Function der Elemente ^) . 

Beweis. Wenn B^ den CoefiScienten von a^ ^ in i?, a^j^ den Coefficienten von 
a,- jt in ä' bedeutet, so ist (§. 5, 2) 

worin t und k die Werthe 2,3, ..,n erhalten. Zufolge der über die Elemente 
gemachten Voraussetzungen ist aber identisch 

Ä'« (§. 3, 9) , ai^k = «*,• = y«M«M (§• 7, 6), 
folglich 

Ä = ^^ «i,f \k V«M^M 

Da durch das Zeichen einer Wurzel die Zeichen der übrigen bestimmt sind 
(§. 7, 5), so unterscheidet sich die zweite Summe nicht von der ersten und man 
erhalt ^ , 



*) Bin solches System and seine Determinante wird nach Catlbt (Grelle J. 81 p. 449, 88 
p. 93, 80 p. 899] gauche (skew, gobbo) genannt. 

**l Catlbt Grelle J. 88 p. 95. Der daselbst gegebene Beweis Ittsst mehrfache Bedenken 
unerledigt. 
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also /Ä = ^a,^..V^,.,-, 

ein Aggregat von n— -4 Gliedern. Nun ist «,-,• eine Determinante (n— 2)*" Gra- 
des, worin die Reihe der ersten SuflQxe mit der Reihe der zweiten Suffixe tiber- 
einstimmt und aus der Reihe 2, 3, .., n mit Ausschluss von i gebildet wird. Nach 
der für die Zerlegung von ]/^R gefundenen Regel lässt sich j/a^^,- in n— 3 Glie- 
der zerlegen, von denen jedes das Product eines Elements mit der Wurzel aus 
eiq^r ähnlichen Determinante (n— 4)**° Grades ist u. s. f. Die Wurzel aber aus 
einer ähnlichen Determinante 2**" Grades 

ist rational, nämlich a^^ oder a^^. Demnach erscheint Y^R als ein positiv oder 
negativ zu nehmendes Aggregat von , 

(n-i)(n-3)..3.< = ;;--^^, 

Gliedern ; jedes derselben ist ein Product von ^ Elementen, deren Suffixe durch- 
aus verschieden von einander sind, so dass die Gesammtheit der ersten und 
zweiten Suffixe eine Permutation von 1 , 2, .., n bildet. 
Als Anfangsglied dieses Aggregats findet man 

indem man der Reihe nach 

nach der obigen Regel entwickelt. In der That ist 

(ö|,2 «8,4 • • ön-i,n)* = {— ^)* «1,2 «2,1 «8,4 «4,8 ' ' «n-t,n «n,n-i 
ein positives Glied der Determinante R, weil die Permutationen 

12 3 4.. (n— 1) n 
2 14 3.. n (n— 1) 

einer Classe angehören oder nicht, je nachdem 7 gerade oder ungerade. 
2. LehrgatE. Die Formel 

^ = «1,2 «8,4 •• «ii-i,n+ •••» 
deren Quadrat der vorhin betrachteten Determinante R gleich ist^ erhält den ent- 
gegengesetzten Werth, wenn zwei Suffixe vertauscht; werden, und verschwindet 
identisch, wenn zwei Suffixe einander gleich sind *) . 

Beweis. Wenn S^ die Formel bedeutet , welche aus S durch Vertauschung 
der Suffixe t und k entspringt, so ist S^^ die Determinante, welche aus R durch 



*) Die Formel S ist von Jacobi (Grelle J. S p. 854, 29 p. 286) zum Gebrauch beimPFAFF*- 
sehen Integrationsproblem construirt und neuerlich von Catlet [1. c.) mit dem Namen Pfaf- 
fian belegt worden. Die Eigenschaften derselben hat Jacobi ohne Beweis und ohne die fun- 
damentale Relation S*^H mitgetheilt. 
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YertaaschuDg derselben Suffixe hervorgeht. Nun kommen i und kin R sowohl 
unter den ersten, als auch unter den zweiten Suffixen vor, also wird R durch 
diese Yertauschung nicht verändert (§. 2, 4), d. h. S^^ = S'. Zufolge dieser Iden- 
tität sind die Glieder von S^ den Gliedern von S der Reihe nach gleich und zwar 
von gleichen oder von entgegengesetzten Zeichen, je nachdem ein Glied von S^ 
und das gleiche von S gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben. Bedeutet nun 
ttij. B das Aggregat der Glieder von 5, worin das Element a^^ vorkommt, so ent- 
hält B nur solche Elemente, deren Suffixe von t und k verschieden sind (1 ) , 
folglich geht a^j^ B durch Vertauschung von t und k in aj^ ,• B Über. Die Glieder 
a,jt B m S und a^^^ B in S^ sind entgegengesetzt gleich, weil a^^^ = — a^j^ , folg- 
lich sind auch S und S^ entgegengesetzt gleich. 

Wenn die Suffixe t und k gleich sind, so ist S^ nicht nur — S, sondern auch 
S identisch gleich, d. h. S verschwindet identisch. 

3. Die Formel, deren Quadrat eine Determinante der hier betrachteten Art 
ist, wird nach Jacobi durch die Reihe der Suffixe von den Elementen ihres An- 
fangsgliedes, mit welcher die Reihen der ersten und der zweiten Suffixe von 
den Elementen der Determinante übereinstimmen, unzweideutig bezeichnet. Das 

Sy°"*>^* (4,2,3,..,n) 

bedeutet demnach das mit dem Anfangsgliede a^ , ^3,4 • • ^n— i,n beginnende Ag- 
gregat, dessen Quadrat die Determinante 

unter der beständigen Voraussetzung , dass aj^ ,• = — a^ jt , a^ ,• = 0, n gerade ist. 
In Folge des vorigen Lehrsatzes ist 

(l,2,3,:.,n) = (3,4,1,2,..,n) = -(2,3,..,n,1) = -(2,4,3,..,n) 

u. s. f. Man kann daher für ]/^R im Allgemeinen sowohl 

{1,2,3,..,n), 

''''''''' (2J,3,..,«), 

wie auch jede andere Permutation dieser Suffixe setzen, weil diese verschiede- 
nen Symbole entweder gleich oder entgegengesetzt gleich sind. 

Ebenso kann man Y^a (1) durch irgend eine Permutation der Suffixe 
2,3, ..,n mit Weglassung von t bezeichnen, so lange man diese Formel fur sich 
betrachtet. Damit jedoch auch dem Zeichen nach 

und folglich ^ _. 

werde, müssen die Glieder der Summe bestimmte Zeichen erhalten, so dass nur 
das Zeichen der Summe unbestimmt bleibt. 

4. Lehlvats. Zur successiven Entwickelung von (1,2,..,n) dient die Identität 
(1,2,3,. . ,n) = a,^2 (3,4,. .,n)+a,^8 (4,. .,n,2) + .. 
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worin die Reihe der eingeschlossenen Suffixe aus 2,3,..,n durch cyclische Ver- 
tauschungen und Weglassung des jedesmal letzten Suffixes gebildet ist*). 

Beweis. Setzt man (3) 



und analog 



so hat das Product 

(-1)«+*(2,3,..,t-«,i+1,..,n)(2,3,..,A-1,i+4,..,n) 

entweder den Werth a,- j^ oder den Werth — a^j^ , weil sein Quadrat er,- ,• a^^if 
= a^j^ ist. Für das obige Product kann nach (3) 

-(-1)'+*(2,3,i-<,i+1,..,n)(3,..,A-4,*4.4,..,n,2) 
gesetzt werden. Dagegen hat man (§.3,5 und §. 2, 4) 



«a= (-<)'-^* 



=_(_<)<+* 



'2,2 

^— 1,2 
^•+1,2 

«2,8 
"^1 + 1,3 



*n,8 



^2,&-l ^,&+l 



M 



02,fc-| ^2,^+1 • • «2,n ^2,2 



Das Anfangsglied dieser letzteren Determinante und das Anfangsglied des Pro- 
ducts (2,..,i— i,t+1,..,w)(3,.., A— i,/f+1,..,n,2) sind aber von einandernur 
durch die Ordnung der zu raultiplicirenden Elemente verschieden, wie die An- 
schauung unmittelbar zu erkennen giebt. Daher müssen alle Glieder von a^^jt 
den Gliedern von 

(-i)*+*(2,3,.i,t~1,t+4,..,n)(2,3,..,A-4,Ä-h4,..,n) 

der Reihe nach gleich und mit ihnen von einerlei Zeichen sein, damit die Iden- 
tität a^]^ =s a^ aj^j^ stattfinde, d. h. es ist 

V^M = {-1)'(2,3,.., i-1,i+4,..,n), 
oder nach t— 2 cyclischen Vertauscbungen der Suffixe (3) 

gesetzt wird. Durch diese Substitution erhält man (1 ) 

f «M ■K«M = «i,2(3v.,n)+a,^3(4,..,n,2)+.. + o,^„(2,..,n^1) 

als einen Werth von |/^B, der durch 

M,2,..,n) 



wenn 



*) Jacobi and Gatlet (1. c.) gebrauchen diese Identität als Definition von (4,2,..,n}. 



§. 8,#. 



SS 



zu beieichnen ist, wie man aus der Uebereinatimmung der Anfangsg^eder von 

^i,t (^1-M^) und (4,2,3,..)n) wahrnimmt. 
Beiapiele : 



«11 • • «iJ =*(<»«» 3, 4)*= (o,j 0,4 -f- «^, a^, - 

«41 • • « J 



«U<»28)*- 



•1« 



l«»l • • »wl 



= (4,8,..,6)*«{a„(3,4,6,6)-ha,,(4,5,M) 



a,e(M,M)]* 



"IS «« «I 

«U «M °i 



a b 
^a f 

— c — c — d 

a -6 

— a /• 

— c — c — d 



(«12 «84 Ö|« ^ «f« «85 «64 -** «t 

^ «18 «48 «61 "*- «18 «48 «85 ' 

- a,^ a^e a» 

- «15 «62 «84 

- «16 «88 «45 •♦■ «16 «84 «88 "^ «16 «85 «84 )' 

c z=z {ad — be-h cf)^. 
e 



(ad^-be^cf)^. 



5. Der Goefficient von a^j^ in der hier betrachteten Determinante B ist (§. 3, 9) 

Der Goefficient von a^^ in A, der im Allgemeinen durch v— - ausgedruckt wird, 

verschwindet in* diesem Falle (§• 3, 9). Ordnet man nun R in Bezug auf die Ele- 
mente einer Horizontaireihe, so erhalt man (§. 3, 1) nach Weglassung des gemein- 
schaftlichen Factors }^R 



Vr 



worm 



Ä/ä 



Setzt man (3) 



: zu $etzen ist. 






so findet man 



asof^^ (2,..,n)-f-o^, (3,..,n,1) 



in welchem Cyclus die Suffixe t und k fehlen. 

6. Lehnats. Bedeutet D den Werth, welchen die Determinante R der be- 
liebigen Elemente a^^ .. Ofg^n annimmt, wenn die Elemente 

«1,1» «1,8» ••» «%n 
verschwinden ; bedeutet femer 

*] Jacobi I. c. 
Baltzer, Detem. 5 
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D^ den Werth, welchen D annimmt^ wenn die Horisontal- und Veriicalrei- 
hen fehlen, in denen das Element a^ ^ steht ; 

D^j^ den Werth, welchen D sf)inimn>t, wenn die Reihen fehlen, in denen die 
Elemente a^i und aj^^j^ vorkommen; u. s. f., so ist 

worin für i alle Werthe 4,2,..,n, für iyk alle Binionen derselben, für ijk^l alle 
Temionen derselben u. s. f. zu setzen sind*). 

Beweis. Die Glieder von R, welche keines der Elemente a^^^ «t,tr- ^°^ 
halten, stimmen mit den Gliedern von D ttberein.- Die Glieder von jR, welche je 
eines der genannten Elemente enthalten, stimmen mit den Gliedern der Summe 

überein. Denn aus dem Goefficienten von a^^ in R entspringt D^ (§. 3,5), indem 
die Elemente a^^ , «t,2 vm ^n,n verschwinden. Ebenso stimmen die Glieder von 
Rj welche je zwei der genannten Elemente enthalten, mit den Gliedern der Summe 



«1,1 H% ^1,1 ■ 



«1,1 «8,8^1,8- 



^^8,8 



«8,8 Ä 



8,8' 



ttberein u. s. f. Keines unter allen Gliedern von R wird hierbei übergangen, 
keines wiederholt. 

7. Sind die Elemente der Determinante R so beschaffen, dass 



so ist (6) 
worin 



«a = - «M' «l,i =«8,8 = • • « 



"^n^n 



*), 



/>«.= 



«M «•,* 
«M %k 



eine partielle Determinante m^'" Grades ist, deren Elemente den Bedingungen 



«r,5= — «j,ri 



^r,r' 



unterliegen und JSD^ die Summe dör Determinanten bedeutet, welche aus D^i 
entspringen, indem für die Suffixe i,A:,.. alle Gombinationen von je m aus der 
Reihe 4 , 2,.., n gesetzt werden. Für ungerade m verschwindet D^ (§. 3, 9), für 
gerade m ist (3) _ , 



also 2^ Dm die Summe von (^^ Quadraten. 



Bd^iAle: 


* «« «f» 

o»i » Ol» 

O«! «»» » 

0*, o„ o„ 


««4 

z 


'"+*(««* +0,8* 

+ 


•) CATtETCrril 


e J. S8 p. 99. 




••) Catiit I. C. 1 



'18 

(«11 



'"28 
»18 «48 



«84* 



'14 "28/ 



Zweiter Absehnitt. 

Anwendungen der Determinanten. 



§. 9. Auflösong eines Systems von linearen Gleichungen. 

i . Lfthnati. Wenn die n Unbekannten x^^ x^^..^ x^ durch die n linearen 
Gleichungen 



gegeben sind ; wenn 



^n,i ^1 + ««»t ^» + • • + «11,11 «II = «n 



<»f,i • • Ot,n 



<^n,i ' • S» 



und CTj j^ deü Goefficienien von a^;^ in R bedeutet, so ist 

Diese Formel entspringt aus A, wenn man u^, t^r-i ti^ an die Stelle von a^^j^j 
cLt,ki"i^n,k setzt. Die Determinante der Goefficienten von den Unbekannten 
wird die Determinante des Systems der linearen Gleichungen 
genannt**). 

Beweif. Wenn man die gegebenen Gleichungen der Rdhe nach mit 

multiplicirt und die erhaltenen Gleichungen addirt, so erhält Xj^ den GoeflBcienten 

«1,* «i,fc ■♦• ««,* «!,*■♦••+ ««,* «n,k =* Ä, 
dagegen. X{ den GöeflScienten ' 



*) DIeae Auflösang warde zuerti von Limnz angegeben und von Cbaxsr neu erftinden 
(vofgl. 8. 4u. g. t). 
••) Jacobi Det. 7. 

5* 
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2. Wenn die Determinante des linearen Systems verschwindet, so erhalten 
die Unbekannten im Allgemeinen unendliche Werthe, d. h. die gegebenen Glei- 
chungen sind unvereinbar, mithin nicht unabhängig von einander. Der Wider- 
spruch zwischen den gegebenen Gleichungen wird durch Hinzutritt der Bedin- 
gung abgeschnitten : 

welche fttr jedes A: gilt, weil die Verhältnisse a^J^ : a^^j^ : .. von k unabhängig 
sind (§. 7, 5). Dann erscheinen die Unbekannten als Quotienten -{■, deren Werthe 
sich in jedem gegebenen Falle durch n^\ der gegebenen Gleichungen weiter 
analysiren lassen. 

3. Wenn die Grossen u^ , u^fj u^ verschwinden, so verschwinden im All- 
gemeinen auch die Unbekannten, d. h. die gegebenen Gleichungen sind unver- 
einbar, mithin nicht unabhängig von einander. Der Widerspruch zwischen den 
gegebenen Gleichungen wird in diesem Falle durch die Bedingung abgeschnitten, 
dass die Determinante R des linearen Systems verschwinde. Die Gleichung 

wird die Besultante der linearen Gleichungen t^^ssO, ti2s=0,..,ii|^3sO 
genannt"*). Ist die Bedingung /{=sO erfüllt, so genügt den gegebenen Gleichungen 
die Proportion 



Xs • Xn • Xtt 



= flf. 



worin t ein beliebiges Suffix bedeutet (§. 7, ft). Denn vermöge der Gleichung 

welche nicht nur für verschiedene i und k stattfindet (§. 3, 1), sondern nach Vor- 
aussetzung auch für gleiche t und k^ wird für jedes k aus der Reihe 4 , 2,.., fi 



Beispiel. 



Die Gleichungen 


•• +öife,n«?« = 0. 


a af?-h6 y-^c ä=0 
a^x^b^y -^0^2 = 
a^jr + 62^4- 02^ = 


oder au + 6t?4-c «=0 
a^w + ÄjV + c^ = 



sind vereinbar, wenn 

Unter dieser Bedingung ist 
x:y : z 





a b 


c 


= 








Ol ^ c, 

0, 6, c, 




= 


6, c. 

6, c. 


• 


c, a, 


• 


0, 6, 


— 


6, c, 
b c 




c, 0, 
c a 


■ 


0, 6j 
a b 



c a 



4. .Wenn die Coefficienten des in {i) betrachteten Systems von der Art 
sind, dass « ^ « r. — a 



Nach B£zouT Hist. de l'Acad. de Paris 4 764 p. S88. 



♦*) JAcoai Det. 7. 
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und wenn n gerade isl, so giebl es nach den SllUen und Bezeichnungen von 
§. 8 die einCMhere Anflösung : 

(— 4)*(4,8,..,n)a:jfc = w, (8,..,i-4, *-§-«,.. ,n) ^u^ (3,. .,*-«, *4-4,..,n,4) 

MuHipliciri man nSmlich die gegebenen Gieichungen der Reihe nach mit 

(2,..,*-<,*-|.1,..,n), (3,..,Ä-4,*4-1,..,n,1),..,(4,..,Ä-1,Ä+1,..,n-1) 
und addirt die erhaltenen Gleichungen, so bekommt Xf^ den Coefficienten 

«a (2,..,») -«-S,* (3, M«! *)■♦-••+«••,* (^-M w-4), 
dessen Werth nach Vertauschung von a^j^ mit ^oj^i^ o^^j^ mit -^a^^^f ^- ^* ^- 
durch 

dargestellt werden kann (§. 8, 4). Indem man noch das Suffix Ä: mit 4 , 8,.., &'— 1 
vertauscht, erhält man für den gesuchten Coefficienten (§. 8, 2) 

(-1)*(1,2,..,n). 

Dagegen hat x^ in der erhaltenen Summe den Coefficienten 

welcher nach §. 8, 2 identisch verschwindet. 

5. Wenn die Coefficienten des linearen Systems von der Art sind, dass 

und n ungerade ist, so ist AssO (§. 3, 0) und die gegebenen Gleichungen sind 
nur dann vereinbar, wenn (2) 

Vermöge der Identität a^j^ ä y a^^ a^j^ (§. 7, 6) reducirt sich diese Bedingung auf 

oder, indem man y^i^t^ {«+^r»**j^j'»*"^) ^^^^^ (§• ^»^)' 

w, (2,..,n)4-u»(3,..,n,1)4- .. -|.m,^ (4,..,n-1) ==0 **J. 
Beispiel. Unter den Gleichungen 

« cy -^ba ^ f 

fto? — ay * = A 
folgt eine aus den beiden andern, wenn 

o/'+ 6j 4- cA = , 
ausserdem widerstreitet eine den beiden andern. 

Anmerkung. Wenn die Coefficienten des linearen Systems (4) von der 
Art sind, dass a^^j^^a^^^ ist, so ergiebt sich ebenfalls eine besondere Auf- 
lösung. Vergl. unten §. \ 2, 6. 6. 



*) Jacobi Grelle J. % p. 356. **i Jacow l. c. 
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§. 10. Lehrsätze ttber die KneareB Differentialgleichangen. 

1 . Die Goefficienten einer linearen Differeniiaigleidiang n*" Ordnung, rei- 
che kein von der Function unabhängiges Glied enthält, lassen sich, wie Liui"^} 
bemerkt hat, aus n particuISren Integralen derselben in fihnKcher Weise zusam- 
mensetzen, wie die GoeflScienten einer algebraischen Gleichung aus den Wurzeln 
derselben. Wenn nämlich Vi, y»,.., yn particuläre Integrale der linearen Diffe- 
rentialgleichung 

bedeuten, worin y(*^ der t'"* Differentialquotient der Function y und die Grössen 
^•9 ^1 VI ^ ^^^ yi y'y unabhängig sind, so bilde man die 1'*", S*"',.*) n^ Diffe- 
rentialquotienten von yi, y^,.. und die Determinante 



Än = 






worin' y^jt den k^ Differentialquotienten von y^ bedeutet. Wird nun der Goefii- 
cient von y^j^ in R^ durch i/^j^ = y^ (§. 3, 7) bezeichnet, so erhält man 

Beweis. Nach den Voraussetzungen hat man zur Bestimmung der Goeffi- 
cienten %, ciif, (^n d^s System von linearen Gleichungen : 

«0 yi ■♦• «1 Vui •+•••-♦- On-i y,,«-! = - «n Vi^n 



if 



durch dessen Auflösung (§. 9, 1) der für a^ gegebene Werth gefunden wird. Die 
Bestimmung der Goefficienten misslingt, wenn die gegebenen particulären Inte- 
grale so von einander abhängen, dass B^sbO {§. 9, 2). 

2. Die Determinante R^ lässt sich durch die Goefficienten von y^*^^^) und 
yW ausdrucken. Unter den angegebenen Voraussetzungen ist 

" ^n -^ = yi,n »7i,n-i + • • + yn,n 7«,n-i • 

Die rechte Seite dieser Gleichung bat den Werth ^ (§. 3, 10), folglieh iai 

n^=e -^ «n 

*) Grelle J. 10 p. 189. Die Coefficienteo sind von Libri durch ein weniger einfaches Ver- 
fahren dargestellt worden. Den direeten Weg zu ihrer Bestimmung hat Liaai zwar angedeotet, 
aber nicht eingeschlagen. 
**) Brioschi Det. p. 64 . 

***) Abbl (Grelle J. S p. St) hat diese RelaUoo (ttr ii«iS aufgestellt. Die allgemeine Formel 
wird LioDTiLLB von Tissot (Liouv. J. 4 7 p. 47S) zugeschrieben. 
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3. Die iDtegratioa der linearen Differentialgleichung n^' Ordnung 

(I) a«ooy+-öiy'+ •• +«ny^*^ 

worin a, a^, a^ , .. von y, y',.. unabhängig sind, lässt sich auf die Integration 
einer linearen Differentialgleichung (n-*m)*'"^ Ordnung reduciren, wenn m parti- 
culäre Integrale der einfacheren linearen Differentialgleichung n^' Ordnung 

(11) Ossaoy-f-a^y'H- .. +a^yW 

gegeben sind. LfCRANGE (Miscell. Taur. 3 p. 479) hat diesen Satz 1764 ausgespro-* 
chen und die Möglichkeit der Reduction nachgewiesen. Die Reduction ist von 
D'AuniBBftT (1. c. p. 381) in kurzen Umrissen ausgeführt worden, mit dessen 
Verfahren Libri's Abhandlung über diesen Gegenstand (Grelle J. 1 p. 1 85) im 
Wesentlichen zusammentrifft. Nachdem mit Hülfe der Determinanten von Malm- 
STBN (Grelle J. 39 p. 94) die Ableitung des allgemeinen Integrals der Gleiohung 
(II) ans n— 4 particulttren Int^ralen derselben gezeigt worden war, hat JoAcnnis- 
THAL (Grelle J. 40 p. 48) auch die Reduction der allgemeinern linearen Differen- 
tialgleichung (!) durch m gegebene particuläre Integrale der Gleichung (II) auf 
analoge Weise ausgeführt. Das hierzu dienliche Verfahren ist zum grossen Theil 
bereits von Lagranob vorgezeichnet, der in einer spätem Abhandlung (M6m. de 
Berlin 4775 p. 490) das allgemeine Integral der Gleichung (I) durch n particu- 
läre Integrale der Gleichung (II) dargestellt hat. 

Wenn y eine Function von x ist und yty ytr^-iVm ^'^ gegebenen particulä- 
ren Integrale der Gleichung (II) bedeuten, so lassen sich ebensoviel Functionen 
von X, welclie durch b^, frjr*» ^m bezeichnet werden, durch Auflösung einer 
allgemeinen linearen Differentialgleichung [n^m)^ Ordnung und durch m Qua- 
draturen dergestalt bestimmen, dass 

das allgemeine Integral der Gleichung (I) werde. Bezeichnet man nttmlich 

». 1. jIX durch ü-jk, ^* durch 6^-, 

so erbalt man äx^ y«.«» da? >»*' 

y' =*i»M -»■•• + *^m»«i,t) wenn 6,^, j^, -♦-••-♦- Vi ^m -»i 

y" = ^ Vi,! -♦• - + *i» ym,2 f wenn 6,^^ y,,, 4- . . -4- b^^ y^, »0, 

» ■ • • • • • 

y("«-»)= 6,y,,«_,-t- . . +&n,ym,m-i . wenn 6,,, y,,«., -*-..+ b^^^ »m,«_,«0. 

Durch die angatommenen Bedingungen sind aber bereits die VerhSltnisse b^^^ : 
6,^, : .. bestimmt (§. 9, 3), also erhalt man weiter 

wo 6,,, y,,m_, + . . + Vi ym,m-i — *» 
eine bestimmte Fanction von x. Ebenso ist 

y("»+«) = 6, y, ,^^., + . : + 6« ym.fn+i + »'+'i, ^ ^ 

wenn 6,,, y,,„ ■♦-••+*«,« y»«>« *= *» ' sl " *' 



y(«+») « 6, y, ,„+, -H . . + 6^ y«,«+» + « " + »,,« + *, 

ix 



wenn b^^^ y,,m-t-t +••+*«,» y«i,«+i " ^ ' 4l'" *«'' ' 
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wenn 6^^^ y^„_, 4- . . -*- 6^1,1 Vm^n^i — «n-m • 

Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit a^, a^ ,.. multiplicfrt und 
dann addirt, so findet man vermöge der über y^ t t/ij^^ Vm gemachten Voraus- 
setzungen 

0-0« » +a,^+, «'+Om+t «"-4- . . 4-a^ »('*-"*> 

■♦• ^+» «» -»---»-«» *i,n-m-» 

als Bedingung, unter welcher 6« ^t + ^s ^s + • • + ^m Vm ®>° Integral der GJei- 
chung (1) ist. 

Durch Auflösung des Systems von Gleichungen 

*t,i ^t -»---«-Vi»« '^^ 
*i,i yi,«i-2 ■♦•••■♦• *iii,t ym,w-^« — 

findet man aber (§«9, 1) 
wenn „ 

Äm=yi y« -ym 
^1,1 y«,i • • ym^i 



und 



yi,m— 1 y2,m— 1 • • ym,!»— 1 

der Goeflicient von y^^i^-i in il,„ ist. Die Functionen 6^, 6,,.., b^ sind also 
durch Quadraturen bestimmt, nachdem z gefunden ist. Um nun die Gleichung, 
wodurch J9 bestimmt ist, frei von 6| , ft^ ,.. darzustellen, bemerke man 



*i « *i,i yi,m + • • + Vi y«i.m 






' Vi yfii»m+i 

• "^ 9fii»fii— 1 ytn^m-i-i} n^^^t 



' (»?i,»i-i yi,n-i ■♦•••+ ^m,m-i ym,n-i) j^ = C^-^m «> 

wodurch c,, c,,.., c^^^^ gegebene Functionen von x sind. Daher findet man 
durch Differentiation nach analoger Bezeichnung 
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folG;lich ist 

4- Cjj^j Jj + Cj J3' 



•a. 



'm+4 



( c, 3 j3 -*- 3 c, , jy '+ 3 c,^^ j"-*- c, js^')-*. zW 



Cj^jÄ + ^Cj^^ 2 4-C2 2 



die lineare Gleiohung {m^n)^ Ordnung, welcher die Function z genügen muss. 
Aus dem gefundenen Werth von z lassen sich dann die Functionen b^y 62,.., 6^ 
berechnen, so dass 

ein Integral der Gleichung (I) wird. Da in den pärticulären Integralen ^u ^2 7 "> 2/m 
nach Üblicher Voraussetzung unbestimmte Constanten nicht vorkommen, da fer- 
ner das allgemeine Integral z der zuletzt gefundenen linearen Gleichung n^-^m 
unbestimmte Constanten enthält, und durch m Quadraturen bei der Berechnung 
von b^ y 62 V ^m andere m unbestimmte Constanten entstehen, so hat das ge- 
fundene Integral der Gleichung (1) di^ erforderliche Anzahl von n unbestimmten 
Constanten, wodurch es als das allgemeine Integral der Gleichung (I) erscheint. 

4. Die lineare Differentialgleichung, welche bei der Integration der gegebe- 
nen Differentialgleichung zu lösen übrig bleibt, ist im Allgemeinen nicht lösbar, 
wenn sie die erste Ordnung Übersteigt. Also kommen besonders die Fälle m = n 
und m^szn^\ in Betracht. 

Für ms»n wird a=o^a, fc,,i «»= ~ i?^n-t 1 

folglich ist das allgemeine Integral der Gleichung (1) 

wie Lagraugb und Joachimsthal a. a. O. bemerkt haben. 

FUrm = n— 1 wird a = a„_, js + 0^ (c^ jzh-js'). Nun ist (§. 3, 10) 

"»—1 ''i — Vi.n—t yi,n— 1 ■♦"••■»" ''}n—i,n—t y»»— i,n— i j^ » 

Zur Auflösung dieser Gleichung bedarf man eines particulären Integrals u^ der 
Gleichung = o^_^ tt + a„ w', nämlich 

u, = c -^ «„ 

Baltxer, Detenn. 6 
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Setzt man nun das zunächst gesuchte allgemeine Integral 

folglich nach der angenommenen Bezeichnung 

so erhält man, weil nach Voraussetzung o,|_| u^ -*- a„ w, , = ist, 



mit einer unbestimmten Gonstante. Zur Bestimmung von b^ hat man endlich 

mit je einer neuen unbestimmten Gonstante, so dass t/= ^i ^i + • • -f- ^n— i ^n— i 
das allgemeine Integral der Gleichung (I) ist, wie Joacbimstbal (1. c.) bemerkt 
hat. Den besondern Fall a=0, in welchem t;^ selbst zur unbestimmten Gon- 
stante wird, hatte Malmste^ (I. c.) früher analog behandelt. 



§.11. Resultante von zwei algebraischen Gleichungen. 

I . Wenn /* (a?) = a^ -*- a^ a? + . . + o^ o/'* 

y (a?) == 6^ + 6, a: -*- . . + 6„ a?", 

so sind die zur Bestimmung der Unbekannten x gegebenen Gleichungen f(x) =0 
und q>{x)=sO vereinbar, wenn wenigstens eine Wurzel der ersten Gleichung mit 
einer Wurzel der zweiten Gleichung übereinstimmt. Bezeichnet man die Wur- 
zeln der ersten Gleichung durch a^, a^,.., a^, die Wurzeln der zweiten Glei- 
chung durch ß^, ß^,", ßni ^^& Producl aller Differenzen zwischen den W'urzeln 
der ersten Gleichung und den Wurzeln der zweiten Gleichung, welche aus a,- — ß]^ 
entspringen, indem i=1,2,..,m und Ä==<,2,..,n gesetzt wird, durch 

ii («.-/?.■). 

so ist 

die nothwendige und genügende Bedingung für das Zusammenbestehen der ge- 
gebenen Gleichungen *^) und wird die Resultante derselben genannt (§. 9,3). 

Sind o^y a^j,,, Öq, b^,,. gegebene Functionen von y, so ist auch 11 (a,— -/?fc) 

eine Function von y. W^enn nun für y = y dieses Product, mithin ein Factor des- 
selben, verschwindet, so haben die Gleichungen f(x)=:0 und q>{x)=sO eine 
gemeinschaftliche Wurzel a^; folglich wird durch die Werthe x^a^ und y=y 
den gegebenen Gleichungen genügt. 



*] Euler Ilist. de l'Acad. de Berlin 4 748 p. 234. 
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2. Wenn sowohl die Wurzeln cr^, ci^yy «,» als auch ß^, ßz*"^ ßn von ein- 
ander verschieden sind, so ist das Product JI («1— /^ä) sowohl eine ganze ratio- 
nale Function der Grössen ' 

vom m^" Grade, als auch eine ganze rationale Function der Grössen 

««'«m'"' Arn 

vom n**"* GradO; daher auch eine symmetrische ganze rationale Function der Wur- 
zeln von y(aj)=sO, sowie der Wurzeln von f{x)=0, welche sich bekanntlich 
in eine ganze rationale Function der Coeflicienten von f{x) und q>tx) verwan- 
deln lässt"*). Denn aus der Identität 

ip{x]^b^ [x^ß,]\x--ßz) . . [x^ß^] 
(«.-/?t)(«~/?z)..(«~/?n) = ^, 



folgt 
mitbin 
Ebenso ist 



f{x) = (—1)"' a,„ {a^—x)(at—x) . . {a^—x) , 
i"t-ßk)i«z-ßk) ■ ■ i<'m-ßk) = ^ nßk) , 
n ici-ßk) = '^ nßi) fiß») ■ ■ fißn) , 
woraus die obigen Behauptungen sich unmittelbar ergeben. 

3. Anstatt das Product Tl [cci—ßk) in eine Reihe von symmetrischen ralio- 

nalen ganzen Functionen der Wurzeln von einer der gegebenen Gleichungen zu 
entwickeln und diese Functionen durch die Coeflicienten derselben Gleichung 
auszudrücken, kann man einfacher zu der Resultante der gegebenen Gleichungen 
gelangen, indem man die Unbekannte x aus denselben eliminirt. 

Die durch Elimination von x aus f{x) = und g)(a?)=0 abgeleitete Glei- 
chung R=0 ist die Resultante derselben (aequatio finalis genuina), wenn /? eine 
rationale ganze Function der von einander unabhängigen Grössen 

vom m^^° Grade und eine rationale ganze Function der von einander unabhängi- 
cen Grössen 

vom n**" Grade ist**). Denn für jedes System von Werthen der Coellicienten a^j 
^ii"j *o> ^i)"i wodurch n(a^^ßj^ verschwindet, haben f{x)=0 und gp(aT)=0 

eine gemeinschaftliche Wurzel a^, durch deren Elimination aus den Gleichungen 

f{aj.)=0 und 5p(a^)=0 die Gleichung fi=0 gefunden wird, d.h. wenn II [a^—ßj.) 

i,k 
verschwindet, so verschwindet auch R. Nun sind diese Grössen ganze rationale 



*) EvLER I. c. **) Euler I. c. Vergl. Caucht Exerc. d'Anal. 4 840 p. 400. 
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Functionen yon j:^, r-*, . ., sowie von — i — , . . desselben Grades nach (2) und 
der obigen Voraussetzung ; also können sie nur durch einen von den genannten 
Quotienten uqabhängigen Factor verschieden sein. ^ 

Wenn dagegen in der Gleichung f{=Oy welche durch Elimination von x aus 
/*(ir)s=0 und ^{x)^^ abgeleitet worden ist, ü eine Fuoction der genannten 
Grössen von anderem als dem bezeichneten Grade ist, so enthält diese Function 
entweder einen fremden Factor, dessen AnnuUirung eine gemeinschaftliche Wur- 
zel der gegebenen Gleichung nicht zur Folge hat, oder sie verschwindet identisdi. 

4. Um durch Elimination von x aus den Gleichungen /*(a?)=0 und gt>(ar)=0 
die Besultante dieser Gleichungen zu erhalten, haben gleichzeitig Eclsb *) und 
Bbzoüt **) ein in allen Fallen richtiges Verfahren erfunden , welches neuerlich 
von Sylvester ***) und Hesse f) reproducirt worden ist. Man bildet nämlich die 
Identitäten 

f{x) = a^ 4- a^ a? -I- »2 ac* -I- . . 
X f{x) = a^x-^-a^x^-^ .. 

a?f(x) = »o^"*-*" • 

ac»-* f(x) = 0^ x^-' + . . + a^ 0^+«-* 

q){x) = 6^, + Ä| a? 4- 62 CD* -*- « . 
0? y (a?) = Öq X ^ b^ a!^ -h . , 

a^q>(x) =i b^a^-^ , . 

Bedeutet R die Determinante (m-f-n)**" Grades, deren Elemente in den » 
ersten Horizontalreihen 

S «1 «» • • «m Ö . . 
o^ a, . . a^ . . 

a^ . . a^ . . ' 

Ö b . . a^ . . . a,„ 

und in den m folgenden Horizontal reihen 

60 6t ^ • • K ^ . . 
6, 6, . . ^n . . • 

60 • . ^ • • 

b Ö b . . 60 . . . fc„ 
sind; bedeutet ferner y,-.i^jfc-i den CoeflBcienten des i*" Elements der t*'" Hori- 
zontalreihe in /?, so ist (§. 9, 1) ^ 

Wenn nun /'(ir)=0. und 5t)(a:;)=0, so ist i?=0 die Besultante des obigen 
Systems von Gleichungen (§. 9, 3). Die Determinante R durch a^** b^^ dividirl 



♦) Bist, de l'Acad. de Derlin 4 764 p. 96. »*) Hist. de l'Acad. de Paris 4 764 p. 298. 

***] Philos. Ma^. 4840 no. 404. Vergl. Richclot Grelle J. 24 p. S26. f) CreUe j. 27 p. 4. 
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(§. 3,2) ist aber eine ganze rationale Function n^ Grades in Bezug auf -^ , -^,.., 

b b *» <*» 

m*'" Grades in Bezug auf ~ , r* , .., und die Factoren a^^und &„ sind bei der Bil- 
dung von R als nicht verschwindend vorausgesetzt, folghch (3) ist i{=:0 die Re- 
sultante der Gleichungen f{x)s=0 und 9>(a;)=:0. 

.5. Auf dem eben angezeigten Wege erhalt man die Resultante der gegebe- 
nen Gleichungen nicht in kürzester Form, weil von den Elementen der Determi- 
nante (m-hn)*" Grades eine grosse Menge verschwinden. Das zu erwünschter 
Abkürzung dienende Eliminationsverfahren, welches von Bbzout in der angeführ- 
ten Abhandlung (p. 317) angewendet worden ist, haben in neuerer Zeit Jagobi*) 
und Cacght^) in Erionerung gebracht und erläutert. Aus den gegebenen Glei- 
chungen, welche zunächst beide als Gleichungen n*'° Grades vorausgesetat wer- 
den, lassen sich nSmlich n Gleichungen (n— <)*''' Grades ableiten, aus denen dann 
durch Bildung einer Determinante n*'' Grades die Resultante der gegebenen Glei- 
chungen gewonnen wird. Da 

F{x) = aQ'i'aiX'¥' . . +a^aj*"+(a^+^+a^+jir+ . . +o^a;"~*"~*)j:^"*"*^ 

so ist 

(Wi-*" *r+2^-*- • • -♦-ftn«^"*"""*) ^W-(ör+i+ «r+z ^^ - • ^^n (xf'"'^')<p{x) 
= (a^-f- a^ a? 4- . . 4- a^ ^0(*r+i -** *r+2 a?+ • . -f- ^n a:^~*"~*) 
— (Ao"+-*i ^"♦" ••-♦•6^^n(»r+i + ör+2 a?4-..+0n^""*^~*) 

eine Function von x vom (n— 1)**" Grade, welche durch Uf. bezeichnet werden 
soll. Aus dem System der Identitäten 

^n— 1,0 ■+■ ^«1— i,i ^+ •• "♦"^n— i,n— i ^ ^^n— i 
folgt (§.9,1) 

Rx' = u^ yo/+«i yi.i-*- •• +«fi-i yn-M, 

worin 



i? = 



^0,0 • • ^o,n— 1 



^n— 1,0 • • ^n— i,n— 1 
und y^jt der Goefficient von c,-fc in ft. Wenn nun F(a:)=0 und 9)(a:)=0, so ist 
Wj^s=0, Mj = 0,.., Wn«, = 0, folglich AssO die Resultante des Systems dieser 
letzteren Gleichungen. Nun sind die Elemente c^j^ lineare Functionen sowohl 
von a^, a^ ,.. als auch von 6q, b^,.., folglich ist die Determinante R eine Func- 
tion n^ Grades derselben Grossen, mithin (3) ist R^O die Resultante der gege- 
benen Gleichungen F{x)ssO und <p{x)=sQ, 

6. Das Element c^g der Determinante R ist der Goefficient von x* in u^. 

Nun ist 

Ur^[2ai x')(2bj, aj*-*--*)-(26< x*](2a], x^-^-') 

= 5(a,6A-ak6..)x'+*-'-S 



») Grelle J. 46 p. 404. **) Exerc. d'Anal. 4840 p. 898. 
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worin man i=0, <,..,r und Ä=r+<,r+2,..,n zu setzen hat. Durch Hinzu- 
fUgung der Bedingung t+A— -r— 1 =5 erhält man, wenn 

zur Abkürzung eingeführt wird, 

Wenn r >ä, so verschwinden die letzten r — s dieser Glieder identisch, nämlich 

"5+i,r + "j+2,r— t + • • + «r— 1,5+2 + "r,5+i » 
weil d^ jt = — dk,i "^d ^i,f = ö • Folglich ist 

Cr,s = "o,r+*+i "♦" "i,r+* + • • + "5,r+i — ^s,r )• 
Wenn r+sH-1 > w, so verschwinden die ersten r+5H-< — n Glieder, weil a„+,, 
%+2>"> ^n+t> ^n+2y zufolge der über den Grad der Gleichungen gemachten 
Voraussetzung als verschwindend anzusehen sind. 

Die Summe der ersten r— 1 Glieder von c^, ist identisch mit c^_|^j+,j 
folglich hat man 

^r,5 — 't— !,*+! ^^ "r,*+i ^ 

zur successiven Berechnung der Elemente von R. 
Beispiele. Um die Resultante der Gleichungen 
= ajj + aj oj-f-Oj x^ 

zu finden, bildet man 

^0,0 ^ "0,1 ^0,1 ~ ^0,2 ^1,1 ^ "t,2 

und erhalt 

^0,1 ^0.2 = Ö. 
^0,2 ^i,2 

Um die Resultante der Gleichungen 

= a,^a,x^a^a^^a^x^ 

= 6^ + 6, X + 6j a^+ 63 X* 
zu finden, bildet man 

^0,1 "- "0,2 ^i,l ^ "0,3 "^ ^i,2 
, , , ^0,2 = "0,8 ^1,2 ===^1,8 ^2,2 = "2,3 

und erhält 

^0,1 ^0.2 ^0,8 =ö. 

<^0,2 «'o.8-*-<'l,2 ^1,8 
^0,8 ^1,8 ^r 

Um die Resultante der Gleichungen 

= a^^ -f- äi oj H- Og 07*+ Qj ir'n- a^ .r* 
= 60 "*" '^i ^ + *2 ^+ *8 ^*"*- ^4 ^'* 

zu erhalten, bildet man 

^0,1 ~ ^0,2 ^1,1 = "0,3 "*" "1,2 

^0,2 = ^0,8 ^i,2 = ^0,4 + ^1,3 ^2,2 = «1,4 -*- «2,3 

^0,8 = ^0,4 ^1,8 = ^1,4 ^2,3 = ^2,4 ^8,3 = "3,4 



*) Jacobi 1. 0. p. <02. ♦♦) Jacobi I. c. p. m. 
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und findet d^, d^^ do,j ^0,4=0. 

^0,2 ^0,8 + ^1,2 do,4 + ^i,8 ^1,4 
»0,8 «0,4"*" ^1,3 V + ^M «2,4 
«0,4 ^i,4 «^2,4 ^8, 

Diese Determinanten lassen sich nach §. 5, 2 weiter entwickeln; wobei die Iden- 
tität (§. 3, 11) 

gebraucht werden kann. In der mitgetheilten Form sind die Resultanten höherer 
Gleichungen übersichtlicher, als in den Formen, welche man ihnen früher gab. 

7. Wenn Ä=0 die Resultante der Gleichungen F(a?)=0 und 5p(a7)=0 ist 
und y^ , wie oben den Coeflicienten von c^ ^ in Ä bedeutet, so folgt aus dem Sy- 
stem der Gleichungen 

w^ = 0, i/, = 0,.., w„., = 

für die gemeinschaftliche Wurzel x der Gleichungen F(cc)=0 und 9)(cc)=0 die 
Proportion (§. 9, 3) 

worin t irgend ein Sufßx qus der Reihe 0,1,.., n— \ . Daher ist die gemeinschaft- 
liche Wurzel der gegebenen Gleichungen, wenn anders eine solche existirt, eine 
rationale Function der in den Gleichungen vorkommenden Coefficienten. 
Aus den Proportionen 

x' :x''^rs,i'Ys,r 
crgicDt sich vermöge der Identität y, |. = y^g (§. 3, 9) 

a;*+*:aj''+^F=y,-,fc: Yr,s* 
woraus einerseits folgt, dass y^j^ sich nicht ändert, wenn i+fc unverändert bleibt 
und dass man die Grössen y,jt, y,_, jfc^.| ,.. passend durch yi^jc bezeichne^ 
könne; andrerseits, dass man jene Proportipn bis zur (2n— 2)*" Potenz von x 
fortsetzen könne, nämlich 

1 :x:a?*: .. : ar^^-^^y, : y, : y^ : . . :>2n-2 *)• 

Die Grössen y^, y,,.., y2n— 2 bilden also eine geometrische Pro- 
gression, deren constantes Verhältniss (Exponent) die gemein- 
schaftliche Wurzel der Gleichungen F(x)=0 und q)(x)=iO ist. Dar- 
aus lassen sich die Relationen 

ableiten, mithin die Identitäten 

yi = yo(^y> yiyÄ-yoy.+ik=o, 

wovon die letztere mit §. 7, 4 in Einklang ist. 

8. Wenn f(x) von niederem Grade als q>(x) ist, z. B. f[x) vom m**", <p{x) 
vom n"" d. i. (mH-p)*'° Grade, so lässt sich die Resultante der Gleichungen f(x)=0 
und y (cc)=0 aus der Resultante der Gleichungen 



*) Jacobi 1. c. p. 106. 
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acP f{x) = ond y (a;) = 
ableiten. Die Gleichung x^ f(x)=0 bat nämlich ausser den Wurzeln a, , «,,.., 
a„ noch p Wurzeln, welche Null sind ; folglich ist (2) 

^ [?> (0)F 9 («.) y («,) . . f (oj - 
die Resultante der Gleichungen 

xP fix) = und y (iE) = , 
v^ahrend ,i^ ^ (a.) y («,).. <p (««) = 

die Resultante der gegebenen Gleichungen f{x)=sO und ^(a;)=0 ist. Hat man 
daher nach Bbzout's Methode (5) die Resultante /?=sO der ersteren Gleichungen 
gefunden, so ist , /6Ap 

die Resultante der gegebenen Gleichungen. 

Dass R in diesem Falle durch bj^ theilbar ist, lässt sich"^) mit Hülfe des 
Satzes (§. 6, 4) nachweisen, nach welchem 



%• 



^«—1,0 



^M— 1 — 



^n— i,n— 11 



10,9 • • /o,p— « 
/p— 1,0 •• /p— i,p— t 



ff«,o • • Jo,»— t 
^n— 1,0 • • ffn— i,n— 1 



ist, wenn für r = 0,1,.., p— 4 

^r,s ^^ fr,o ?«,o "*" fr,t ?«,i + • • + fr,p^i ?«,p— i 

und fürr = p,p-i-4,..,n— 4 _ 

^r,5 — ff«,r • 

Um die in (5) gebrauchte Function F{x) mit der hier zu brauchenden x^ f(x) zu 

identificiren, hat man 0^ = 0, 0^ = 0,.., ap_^s=0 zusetzen. Dadurch wird (6) 

fürr=0,4,..,p— 4 

^,5= — ö«+i *r— ö*+i^r-i — ••— «r+5+i be- 
setzt man bei diesen Werthen von r 



^r,i=— ^r-i> ?*,i = ' 



'«-^l+D 



so erhalt man 

/r,o ?Ä,o "4" rr,i ?*,! "4" • • '^fr.p—t ?«,p— i == ^r,« » 
weil fr^r-^a /r,r+2'*« ^^^ verschwindend anzusehen sind« Setzt man bei den 
übrigen Werthen von r 

so wird in der That 



9s,r — ^r,8 — ^«,r » 



° "" /o,o • • /o,p— 1 

/p-i,o • • fp-UP-^ 

-6o ^ .. . 

-6, -6, .. . 
— 6j —6, — 6o • • • 



9o,o 



?1),n— 1 



ffn— 1,0 • • ?»— i,n— 1 



'P,o 



^p+t 
^P,t 



Op 
«p «p+i 



^n— 1,0 ^n— 1,1 



«n-i «« 
O^ 



^p,n-i 



^n— i,n— 11 



*) RosEKHAiN Grelle J. 28 p. 268. 
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Die erste dieser Determinanten ist (— ^o '' "^^^ §• ^>'> ^*® andere ist die Deter- 
minante der CoefEcienten von folgenden n Functionen (n— 1)**" Grades : 

^^^' f[^), rrP-'V(a?),.., f{x), Wp,.., u„«,, 

von denen die letztern auf die in (5) angegebene Weise zu bilden sind. Daher 
ist die gesuchte Resultante der Gleichungen f{x)=iO und y (x)=0 übereinstim- 
mend mit der Resultante der Gleichungen 

(rP-V(a?)=0, a>P-V(^) = 0,.., A^lrFO, t/p = 0,.., w„., =0. 

Anmerkung. Wenn man nach Bbzoüt (1. c. p. 323) aus x^ f{x) und <j){x) 
nach (5) die Functionen (n— l)*'" Grades w^,, w, ,.., V^n-i bildet; wenn man fer- 
ner aus den Gleichungen f{x)=sO, xf(x)=0,.., (r^"** f{x)=0 die Grössen cc"*, 
a*"*"*"*,.., o^""* als Functionen (m— 1)*'" Grades darstellt und dadurch die Func- 
tionen Uq, 1/^,.., w,n-t fluf den (m— I)**' Grad reducirt, so ist die Resultante der 

Gleichungen 

w^ = 0, ti^ = 0,.., t/^., = 

zwar in Bezug auf die Coefficienten von y (x) vom m*'" Grade, aber in Bezug auf 
die Coefficienten von f{x) im Allgemeinen nicht vom n*'" Grade, folglich von der 
Resultante der Gleichungen f{x)=0 und q>{x)=0 im Allgemeinen verschieden. 

9. Wie man die Bedingungen finden kdnne, unter denen zwei gegebene 
Gleichungen /'(a;)=0 und 9)(a;)=0 zwei oder mehr Wurzeln gemein haben, ist 
von Euler am Ende der zuletzt erwähnten Abhandlung*) gezeigt worden. Die 
zu diesem Zwecke erforderlichen Eliminationen werden übersichtlicher, wenn 
man sich des von Lagrangb '*'^) angegebenen Verfahrens bedient. 

^ Wenn man durch a eine Wurzel der Gleichung f{x):szO bezeichnet und 
wenn ^(a) = — y ist, so ist die durch Elimination von a hervorgehende Resul- 
tante der Gleichungen /*(o)=0 und y (a)+y=0 in Bezug auf y vom m*'" Grade 
(1) und hat soviel verschwindende Wurzeln als f{x)=0 und gp(ac)=0 Wurzeln 
gemein haben. Aus der Resultante ÄäO der Gleichungen f{x)=:ö und g>{x)=sO 
entspringt aber die Resultante der Gleichungen f{x)ssO und y(a7)+ys=sO, indem 
qp(0)sb^ um y wächst. Unter der Voraussetzung, dass die Coefficienten b^, 
6,,.., b^ von einander unabhängig sind, dass also zwischen den Wurzein der 
Gleichung q>{x)^0 eine Relation nicht stattfindet, geht R durch EioAthrung von 
6,+y statt 6, in « rf« " t '^ä 2^ ^ 



über. Folglich ist 



= fl + fJy4.i,^,»-H.. 



die Resultante der Gleiclmngen f(x)=Q und y (a?)=sO. Die Bedingungen dafür, 
daSs diese Gleichung 1,2,3,.. verschwindende Wurzeln habe, also auch dafür, 
dass f{x)s=:0 und y (a;)=0 eine, zwei, drei u. s. f. Wurzeln gemein haben, sind 



*) Hist. de l'Acad. de Berlin 4 764 p. 64. 
**) M6m. de TAcad. de Berlin 4 770. »Röflexions etc.« art. 42. 
BalUer, Determ. 
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« = 0, 1^=0 

u. s. f. 
unter der Voraussetzung , dass die Coefficienten der Function tp (x) von einander 
unabhängig sind ; oder auch 

Ar=0 

« = «' .^=«'£7=« 
u. s. f. 
unter der Voraussetzung y dass die Coefficienten der Function f(x) unabhängig 
von einander sind. 



§. 1 2. Product aller Differenzen von gegebenen Grössen. 

\ . Das Product der Differenzen, welche man erhält; indem man in der Reibe 
von n gegebenen Grössen a^, a^,«., ci^ jede Grösse von allen folgenden subtra- 
hirt, werde durch 

(flfs-««) • • («n-«t) 

bezeichnet. Dieses Product gleicht der Determinante n*" Grades 

1 a, «/ .. a,*»-* *). 

Beweis. Diese Determinante ist eine ganze rationale Function der Grössen 
a^, a,)--) OL^ und verschwindet; wenn zwei derselben einander gleich werden 
(§. 2, 4) ; daher ist sie durch das Product (a^— «J ••• theilbar. Ferner ist sowohl 
die Determinante, als auch das Product in Bezug auf die gegebenen Grössen a^ , 
Cj,.., a„ vom ^i^p-i*»«* Grade; also ist der Quotient der Determinante durch das 
Product eine von a^ , c;^,.., oTh unabhängige Zahl und zwar die Einheit, wie man 
bei der Vergleichung des Anfangsglieds der Determinante mit dem Anfangsglied 
des Products erkennt. 

Während das Product ^!iÜ?=L) 



^) Caücht J. de r^c. polyt. Cah. 47 p. 48. Den speciellen Fall 

hatte bereits Vandermonde Hist. de l'Acad. de Paris 4 774 p. 369 gebraucht. Durch Entwicke- 
lung des Products ist der obige Lehrsatz von Cadcht (Anal, algöbr. III g. 2 u. Note IV) bewie- 
sen worden. Vergl. Jacobi Grelle J. 22 p. 860. 



§.12,3. 
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Glieder bat, unter denen viele Paare entgegengesetzt gleich sind, besteht die 
gleichgeltende Determinante aus 4 . 2.3 ... n Gliedern. Vermöge des obigen Lehr- 
satzes hat man 

bei 3 Grössen 6 statt 8 

„ 4 M 24 M 64 



Glieder zu bilden. 



„ 5 



120 



1024 U.S.W. 



2. Wenn man das Prpduct aller Differenzen* der Grössen a^, a,,.., a^ mit 
dem Product aller Differenzen der Grössen ß^^ ßi^--, ßn multiplicirt, so erhalt 
man ebenfalls eine Determinante n^"^ Grades. J)enn nach §. 6, 3 ist 



P(a,,or^,..,öJ.P(/?,,/?j,,..,/?J = 



n— 1 



1. a, . . ffj 



\ «„..«««-* 



1 ß,,.ß. 



n— 1 



1 /»«-Ä 



n— 1 



%t 



n,! 



''l,»! 



^n^n 



wenn 

oder wenn 

Ca = <■-*/».*-' 

3. Insbesondere ist 



2 P2 






/»« 



*n+t 



*tn— 2 



wenn 



= «< 



In diesem Falle reducirt sich nämlich das Element c^j^ der zu bildenden 
Determinante (2) auf die Summe der (f + & — 2)^" Potenzen von den Grössen 



ff., a 



» **2J* 



Allgemeiner ist 



J[P(a.,a,,.., aj]«:= 



*), 



^m— 1 *m • • ^2m— 2 

wenn rechts s^ die vorige Bedeutung hat und links die Summation alle GUeder 
umfasst, welche aus dem Anfangsgliede 

[P(a,,ofj,.., ajf 

dadurch entspringen, dass an die Stelle der Grössen 



je OT verschiedene aus der Reihe a, , a^,.., a^ gesetzt werden. Denn 



wofern 






^m— i *w 



*2m— 2 



'1,1 



i,m 



^m,f • • ^m,m 



^•,Jfc = «l+*-2 = 



==/*•-* /y *-r 



i-l ^ Ä-l 



.<-^a„^-'. 



*) Caucht Exerc. d'anal. % p. 469. 
**) Catlbt Liouv. J. 44 p. 398 und Borchardt Liouv. J. 42 p 58. 
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Unter dieser Bedingung ist aber nach §. 6, 2 



^i,m 



'm,i 



. C, 



m,m 



= S{ 



\ a^ a^ . . er 



m— 1 



wobei das Suminenzeichen die angegebene Bedeutung hat. ^ 

4. LehnatB. Wenn a^, a^,.., a^ und ß^ ßzi-y ßn beliebige Grössen sind, 
wenn P{a^, a^,.., aj und P(/?i , /?2,.., ß^) die vorige Bedeutung haben und 
JT(a,— -^jk) das Product aller DiflTerenzen ist, welche aus a^—ßj^ entspringen, 

indem für i und k die Werthe 1 , 2,.., n gesetzt werden, so ist 



4 4 


4 


4 4 


4 


4 4 


' 4 



Beweis. Man bezeichne die rechts stehende Determinante durch A, setze 
y(;3)=(i.-/?.).(;3-/?,).. (i5-/?J 
und muUipIicire die Elemente der ersten Horizontalreihe von A mit g>{a^), die Ele- 
mente der zweiten Horizontalreihe mit g){a2) u. s. f., so geht die Determinante A 
nach §. 3,2 in AJT(a,— /9;^) über. Die Elemente dieser neuen Determinante sind 

ganze rationale Functionen der gegebenen Grössen vom (w—1)**" Grade, also ist 
AJT(cf,~ Z?;^) eine ganze rationale Function der gegebenen Grössen vom n[n — 4)*** 

Grade. Diese Determinante verschwindet identisch^ wenn die in paraUelen Rei— 
hen stehenden Elemente übereinstimmen (§. 2,4), daher ist «ie durch das Pro- 
duct P{a^J «2,..,' aj .P(/9i, /?2»--f ßn) theiibar. Das genannte Product ist aber 
ebenfalls eine ganze rationale Function der gegebenen Grössen vom n(n — l)**^" 
Grade, folglich ist der Quotient 



eine von den gegebenen Grössen unabhängige Zahl, welche sich durch die Be- 
trachtung eines besondem Falles ermitteln lässt. 

Wenn nämlich die Grössen ß der Reihe nach den Grössen a gleich sind, so 
verschwinden alle, diejenigen Elemente der Determinante AiT(a,— /Jj^), welche 

ausserhalb der Diagonale vom ersten zum letzten Elemente liegen. Daher reducirt 
sich diese Determinante auf ihr Anfangsglied (§. 2, 7), d. i. auf das Product der 
Differenzen 



— Äo 



«., 



— a. 












«n-i— Ofi 



*) Caucht Exerc. d'anal. 2 p. 4 54. 
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welches nach (i) durch ^^^_,j 

(-1)-^[P(a,,.,aJ]« 
zu bezeichDen ist. Hieraus folgt, dass 

der unveränderliche Werth des gesuchten Quotienten ist. 

5'. Mit Hülfe des Products P(a,, a^,.., aj lässt sich eine eigenthUmüche 
Auflösung des folgenden besondern Systems linearer Gleichungen geben. Wenn 






x^ 



a?„ 


= 1 


x„a„ 


s=/ 


aJ««« 


= t» 



, n— 1 



SO ist 



■^t«2 



fl— 1 



+ a?„an**-* = ««-, 






Beweis. Die gewöhnliche Auflösung giebi (§. 9, 1) 



iffi**-* a. 



.. a«, 



X,.; 



.4 \ 



*•+! 






n-l 



Daraus erhält man, indem man die i**" Verticalreihen dieser Determinanten vor- 
anstellt und den Lehrsatz (\) anwendet, 



Xi^ 



_ ^(<> «t,-,«<-i>«,.t.i,»-, «n) 



P («i, «1, . . , «i- 4, «,-+ 4, . . , «J ' 



wovon im Zahler und im Nenner nur die obigen n— 1 Factoren übrig bleiben. 
5"*. Von dem allgemeineren System linearer Gleichungen 



X, 



x^ 



Xm 



'Un 



x,a, 



-^x^a^ -^ ., ^x^a^ =;mj 



n — "'o 

* — % 



.«,«-*+(r,a,«-*. 



a?, a 



a^n«n*'"'=Wn-i 



hat LAGRA5GR*'') folgende Auflösung gegeben, welche den von Gaucht betrachte- 
ten Fall (5') einschliesst. Man bilde 

und hieraus 









' + 3' 



,n— t 



*) Cavcht Jauro. de l'^c. polyt. cab. 47 p. 7S. 
•*) H^m. de l'acad. de Berlin 1775 p. 485, 47M p. 948, obneBeweia. Der hier geführte 
Beweis lehrt, dass die von Scbeimier (Berichte der süchs. Gesellschaft 48S6 p. 65) gefundene 
Auflösung des obigen Systems von Lagrahgb's Auflösung nicht verschieden ist. 
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endlich noch die derivirte Function f{x), so ist 

sc.- r(«<) = »0 fn~i (a.) + «1 fn-t («<) + • • + «n-» /i («<) + «^-i • 

Beweis. Wenn man f„_^ {z), fn— %{*))•• ^^^ Reibe nach mit 1, (, (*,.. mul- 
tiplicirt und die Producte addirt, so hat C^.^^ in der Summe den CoeflScienten 



folglich ist 



xk-i^gk-tt. 



Z — t ' 



Aus dieser Identität folgt d:(s System 






/;_,{ii)+a«/;_j,(a)+ . 

Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit x^, x^,-., a;„ multipHcirt und 
dann summirt, erhält man vermöge der gegebenen Gleichungen 

Wo rn-i w +«. fn-z w + . . + u^-, = m ji!^ + ^ + . . + ^|. 

Demnach erscheinen x^, x^,.., x^^ als die Zahler der PartialbrUche, in welche 
man die gebrochene Function 

zerlegen kann. Diese Zähler sind bekanntlich 

y(«i) y («») y(«n) 
fW ' n«.)'"'n«n) ' 
wenn 9 (3) den Zahler der gebrochenen Function bedeutet. 

Wenn insbesondere w^ = i , tij = f, Wj = f *,.., so wird 

in Uebereinstimmung mit (5*). 

6. Die Resultante des analogen Systems von n+4 linearen Gleichungen für 
dieselben n Unbekannten 



X, 



x^ 



-«- a?„ = tto 



CD, er, + Xj «2 + . . + 0?,! a^ = w, 



ist nach §. 9, 3 



cc, a,** + CD, aj** + 



(I) 



Uo 1 ..1 



r=0. 






Wn «i' 



Einfacher findet man dieselbe Resultante durch die Bemerkung, dass 



§- 12,7. 



5^ 



worin C^ die mit dem Zeichen (—1)*" genommene Summe der Producte von je 
m verschiedenen Grössen der Reihe a^ , cr^,.., a^ bedeutet; dass folglich 



C^n-»- ^n-i «1 + <^n-t «•*-«- • • H- C, < 



«r 



identisch verschwindet. Wenn man daher die gegebenen Gieichuugen der Reihe 
nach mit r n n n k 

multiplicirt und dann addirt, so erhält man die Resultante derselben 

(II) C^Wo-^^n-iWt-^ • + <^2«*n-2-«-^i Wn-i -•"«*« = 0- 

Die Yergleichung der Coefficienten von u,- in (!) und (II) ergiebt die Identität 

= (-4)'»-»C^...P(a,,«„.., a„). 



\ 


.. 1 


«1 


• «n 




• «:'- 


_ ¥?l A 


? a 



7. Eine ganze homogene Function von 8 Variablen x^ y und vom m*~ Grade 

worin r s 0,1 ,2,.., m zu setzen ist und y^j den r^*" Binomialcoefficienten in Be- 
zug auf den Exponenten m bedeutet, kann bei ungeradem m im Allgemeinen in 



die Form 



2(PiX^ 



qivr 



m+1 



gebracht vsrerden, worin t = 1,2,.., — j— zu setssen ist*). Denn die m+1 Coeffi- 
cienten Pi> P2>*M 9i} 92)^- lassen sich durch die m-f-1 gegebenen Grössen a^, 
Ol,., im Allgemeinen vollständig bestimmen. Dagegen würde bei geradem m, 
wenn man 1 = 1,2,.., y+1 setzte, von den m-i-2 Coefficienten Pi^p^'-^ 9i) 
92 J-- einer unbestimmt bleiben. 
Um die Function 

in die Form 

(Pi aJ+91 y)***""* + (P2 «^+92 »)**• 

zu bringen, setze man nach Sylvester (I. c.) 






und erhält die Bedingungen 



•■Pi«i 



, Xfl— 1 



==6,, 



Ol = K «1, 




+ 
+ 




a»n-i = *. «1*"" 


-« + 6, o,»»- 


-« + 


.•+6««H*'— 



*) Sylvester (Pbilos. Mag. 4 854, II p. 394) hat dieseo Ausdruck die canonische Form 
der FuncUoD genannt. Ueber die canonische Form einer ganzen homogenen Function von 2 
Variablen geraden Grades hat Sylvester a. a. 0. und Cambr. and Dublin malb. J. 9 p. 98 wei- 
tere Untersachungen angestellt. 
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Indem man die Grössen b^, ^2)") ^n ^"^ ^^^ ersten un<i deii n folgenden Glei- 
chungen nach (6) eliminiri, erhält man 

Ebenso leiiei man aus der zweiten und den n folgenden Gleichungen u. s. f. die 
neuen Gleichungen ab : 

Wenn aber s einen der Wertbe a^, a^,.., of„ hat, so ist 

Die Resultante dieser n+1 in Bezug aufC„, C„_^,.. linearen Gleichungen ist 

(§.9,3) 



««-1 



z 

«4 



^n+1 






= 0. 



Durch Auflösung dieser Gleichung findet man die Grössen a,, cc^,-, ct„ 
linke Seite der Gleichung kann nach §. 3, 4 in 



Dil- 



folglich nach §. 2, 5 in 



1 



z — z 
a, — a^ i5 






ö^n-i— a«fi-. 



tfl— 2 



«n— «n-i 3 



«f|— ^«-1 ^ • • <^2n-i— «2n-2 ^ 
verwandelt werden. Nachdem a^ , ä^,.., a„ bestimmt* sind, findet man die Grös- 
sen 6|, 62VM ^n ^us ^^^ ersten n Gleichungen des oben stehenden Systems (5''}. 
wobei die für die Reductibilität der gegebenen Function nothwendige Bedingung 
sich ergiebt, dass die Wurzeln jener Gleichung a, , (Tg,.., a„ sämmtlich von 
einander verschieden seien. 

8. Wenn fix) = a^^ a^ x -^ a^ ix^ -h . . -ha^x^ 

und Cj , Of^,.., cr„ die Wurzeln der Gleichung /*(a;)=0 sind, so ist nach §. H , l 

JT(a,— afc)=0, 

wobei k und t verschiedene Werthe aus der Reihe 1,2,..,n haben, die nothwen- 
dige und genügende Bedingung dafür, dass irgend zwei unter den Wurzeln a^ , 
^2 V ^n einander gleich seien. Das Product aus allen positiven und negativen 
Wurzeldifierenzen, wofür nach (3) 

n(n-l) n (n— 1) 



«» 



^n— I 






*2«— a 



§. ^2,«. 
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gesetzt werden kanO) wird neueriich die Determinante der Gleichung 
f{ac)=sO*) genannt, weil durch das Verschwinden derselben das Vorhandensein 
gleicher Wurzeln der Gleichung angezeigt wird, und aus dem Zeichen derselben, 
wenn sie nicht verschwindet, sich schliessen Iftsst, dass unter den Quadraten der 
Wurzeldifferenzen eine ungerade oder gerade Anzahl negativ sei, d. h. dass die 
Gleichung eine ungerade oder gerade Anzahl von Paaren complexer Wurzeln habe. 

9. Um die Determinante der Gleichung f{x)s=0 als rationale ganze Function 
der Grössen « « 



««•-. 



'^' 



darzustellen, kann man die Summen der ersten, zweiten, dritten,.. Potenzen 
der Wurzeln, d. i. ^^ , s^,..f «j^n-t durch die gegebenen Grössen ausdrücken**), 
oder man kann die Determinante 

*2 • • *» 

so transforroiren, dass die von Newton***] zwischen «o}^i*^2>" aufgestellten 
Relationen zur Elimination dieser Grössen führen. Zu diesem letztem Zwecke 
verwandele man die gegebene Determinante n^ Grades in die Determinante 
(2 n —2)*« Grades {§.«,6) 

10 0.. 

4 0.. 




-0 



s^ s^ 



s, 8^ «3 



Äq Ä| . . 5|| — 1 



. ««. 



*»«— 8 
*tn— 2 



Nun addire man zur V* Verticalreihe die mit Jini multiplicirle erste Vertical- 
reihe (§. 3, 4) ; zur 3*" Verticalreihe die mit **"-* mulliplicirte V und die mit 



il multiplicirte 1 " Verticalreihe ; zur 4*'" Verticalreihe die mit Jl^^zi multipli*- 

mulliplicirte \ " Verti- 



ciite 3^, die mit ^^— ^ multiplicirte V und die mit 
calreihe u. s. f. Dadurch erhfllt man 

2fl— 2. 






*4 • • *n— 1 



*n— t *« • • ^2n-2 



On^A 






«n*o «n*i-*"«n-i*o «n«2-«"öfi-i*i+an-2*o 
öfi^i «n*2-*"afi^i*i On*t-*-ö^n-i «2+ 0^-2*1 



*) Z. B. Salhoii higher plane curves p. 296. 

**) Mit Hülfe der von Guuhd 46S9 gogebenea Formeln. Vergl. Klügbl malh. Wörterboch 
ari. Algebra p. 56. 

***) AriUiin. uDivers. ed. 's Graveaande p. 49S. 

Baltxer, DeUm. 8 
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Die ßiemenle dieser Determinante sind mit Hülfe der Identitäten 

(n-3) o„_, ^^a^s^-h a^^^ s^ + a„_^ s, -h o«.« s^ 

so ausdruckbar, dass in jedem Elemente nur einer der Coefficienten Oo7 ^n--^ ^n 
in erster Potenz vorkommt. 

Man erkennt hieraus, dass die Determinante der Gleichung /*(a?)=0 
eine ganze rationale Function (2n— 2)*" Grades der Grössen 

ist, welche durch Multiplication mit a***""* homogen wird*). 

10. Wenn f(x) durch (o?— a^^)* theiibar ist, so ist die derivirte Fuoction 
f'{x) durch (05— ajt)*""* theiibar, femer f''(x) durch (a;— aj^)*""* u. s. f. Sobald 
daher aj^ eine A: fache Wurzel der Gleichung f(x)=0 ist, so haben die Gleichungen 

die gemeinschaftliche Wurzel a^t» welche (fc— 1)mal in /*'(«;) =0, (*— 2);mal in 
f"{x)^0 u. s. f. vorkommt. 

Ist nun unter der Voraussetzung, dass mit f(x) und f'(x) nicht zugleich 
/"'(a;) verschwindet, R^O die Resultante der Gleichungen f{x)ssO und f'{x)=Oy 
so ist R von der Determinante der Gleichung /'(xjssO nur durch einen von 
• ^t ^'n-i unabhängigen Factor unterschieden. Die Grösse R ist Dämlich 



.,-_-, 



eine ganze rationale Function der Grössen 



— > —> • •» "-; — 
fl» ön Oft 

und zwar von niederem als (2n— -1)^'" Grade, weil vermöge der gegebenen Glei- 
chungen f{x)s=0 und f'{x)=sO die Coefficienten von fix) nicht unabhängig von 
einander sind (Vergl. §. M, 2—4). Man kann aber /}s=0 als die Resultante der 
Gleichungen (n— I)*'" Grades 

f'(x) = und nf(x) ^xf{x) = 6 

betrachten, weil mit f{x) und nf(x)^xf'{x) zugleich auch f(x) verschwindet. 
Die Coefficienten jeder dieser Gleichungen sind von einander unabhängig , also 
ist R eine ganze rationale Function der Grössen 

vom (2n— 2)*''° Grade (§. 11;4). Die Determinante der Gleichung f{x)=iO ist 
ebenfalls eine ganze rationale Function der Grössen 

i-> —->••» — :: — 



*) Diese Bemerkung ist zum Theil von Joachimstbal Grelle J. 88 p. 874, vollständig von 
Jacobi Grelle J.'40 p. t44 gemacht worden. 
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f 

vom (2n— 2)^ Grade (9). Nun kann die Determinante der Gleichung /'(a?)s=0 
nicht verschwinden,- ohne dass 2 Wurzeln der Gleichung f(x}^Q einander gleich 
wären, ohne dass die Gleichungen f(x)=sO und f'{x)^0 eine Wurzel gemein 
hätten, ohne dass R verschwände. Also kjann die Determinante der Gleichung 
f{x)ssO von R nur durch einen von den Verhältnissen der CoefBcienten von f{x) 
unabhängigen Factor sich unterscheiden. 

In der That trifft das in (9) zur Bildung der Determinante der Gleichung 
f{ao)szO angegebene Verfahren vollständig zusammen mit der Methode, durch 
welche Eulbr und Bbzout die Resultante der Gleichungen 

fix) == und nf(x) — xf'(x) = 

gebildet haben (§. 41, 4)- Durch Anwendung des verkürzten Eliminationsverfah- 
rens von Bbzout (§. 1 1 i &) findet man die gesuchte Determinante in gedrängterer 
Gestalt. Die besondern Formen, welche man fUr die Determinanten der Glei- 
chungen von besondern Graden aufgestellt hat, findet man in einer Abhandlung 
ToETOLiNi's (Annali di sc. matem. Roma 4855 Novembre). 

1 1 . Anstatt der Function f(x) kann man die homogene Function 
oder 

in Betracht nehmen, mit welcher f{x) identisch wird, wenn y=i\ *). Die Bino- 
mialcoefficienten werden den Goefficienten der Function als Factoren beigegeben, 
damit die Gleichheit von allen Wurzeln der Gleichung f{x)s=0 oder q>(Xf y)=^0 
in dem Falle stattfinde, dass 

eine geometrische Progression bilden. Wenn f{x) durch q>(Xf\) ersetzt wird, 
so erhält man statt f(x) \ , M^ 

da? ' 
und da nach Eulbr's Theorem 

ist, anstatt nf(x)-xf'{x) hip[x,i) 

indem man nach der Differentiation y = 1 setzt. Ist AsO die Resultante der 
Gleichungen d^,x.i)^^ d*(*,*)^0 

so ist nach (10) R, abgesehen von einem bestimmten numerischen Factor, die 
Determinante der Gleichung (jp(a?, 1)=0 **). 



*) Dieses wichtige Hülfsmit\el der Analysis ist von Plücker Syst. der aoalyt. Geom. §.4,7, 
Hesse Grelle J. 28 p. 4 02, Joacbimcthal Grelle J. 93 p. 373, Jacobi Grelle J. 40 p. 247 und An- 
dern, für den gegenwärtigen Zweck von Salmon higher plane curves p. 896 gebraucht worden. 
**) Sind u^, u, ,.., u^ die partiellen DifferentialquoUenten der homogenen Function u von 
n Variablen ; ist A s o die Resultante der Gleichungen u« as o, u^ » o,.., u^ » o, so wird R 

8* 
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Analog findet man statt der Bedingungen fQr 3 gleiche Wurzeln {f(sc)ssO^ 
/"(flcjssO, /^'(a;)s=0) die Bedingungen 

— jp— = 0, -^^-—-0, — jp 0, 

für 4 gleiche Wurzein 

u. s. w. '^ "^ 

12. Die Determinante der Gleichung f(x)ss:0 ist das bekannte Glied der 
Gleichung, deren Wurzeln die Differenzen zwischen den Wurzeln der gegebenen 
Gleichung sind*). 

Wenn x durch die Gleichung /*(cc)=0 die Werlhe 

erhalt, so erbillt u durch die Gleichung /'(cc-l- u)=0 die Werthe 

ofj — a?, o, — o?, . ., a„ — a:. 

Demnach erhalt u durch die beiden Gleichungen /'(cc-»-tt)=0 und /'(a?)==0 alle 
Werthe, welche aus cr^'— ctj^ entspringen, indem man für t und k alle Glieder der 
Reihe 4, 2,..,n setzt. Ist nun F(t/)=sO die Resultante der Gleichungen f{a:)=0 
und /Ia;-i-u)=sO, so ist V{u) eine ganze rationale Function von u vom nn'"^ Grade 
(§. i1, 2), weil die Coefficienten von x in f(X'^u) den n*™ Grad in Bezug auf u 
erreichen und nicht übersteigen. V[u) verschwindet, wenn n einen dern' Wertbe 
oii-^aj^ hat, folglich ist F(u)3ss0 die gesuchte Gleichung für die Differenien der 
Wurzeln von f(x)ssO, 

Weil die Differenz er,— ö/^ verschwindet, sobald A;at wird, so verschwin- 
den n Wurzeln der Gleichung F(m)äO, d. h. V{u) ist durch u** theilbar. Die 
übrigen Wurzeln dieser Gleichung sind im Allgemeinen von Null verschieden und 
paarweise entgegengesetzt, also ist 

FW 

eine gerade Function w(n— 1)"^° Grades von u, oder eine Function ?1**T1Ü»«« Gra- 
des von w*. 

Da nach Taylor's Theorem 

r(x^u)^f(x)-huf'(x)-h^r(oo) +.. 
^fiu)^xr(u)^^r{u) +.. 



voD Stlvbstrr (Pbilos. Mag. 4 854, II p. 406j die Discriminante der lioniogeneD FuDclion 
u genannt. 

*) Diese unter dem Namen »^quation aux carrös des diff^rences« bekannte Gleichung ist 
von Waring (Mise, analyt. 4 762) bei der Untersuchung der Wurzeln einer gegebenen Gleichung 
gebraucht worden. In den Phiios. Transact. 4 768 p. 394 hat Warihg die Gleichungen für die 
Wurzeldiffereozen der Gleichungen i^««" und S*«"" Grades nebst den daraus folgenden Kennzei- 
eben fUr die Realität der Wurzeln von den letzteren Gleichungen ohne Beweis mitgetheilt. Aus- 
führlich ist die Gleichung für die Wurzeldifferenzeo einer gegebenen Gleichung von Lagranci. 
behandelt worden (Hist. de TAcad. de Berlin 4 767 p. S4 4 art. 8. Rc^sol. des ^qott. art. 8 u. 96 
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ist, so erscheint V{u)^0 als Resultante der Gleichungen 

als Resultante der Gleichungen ^ 

0==/'(a;) ^ 

=/'(cc) + -^ r(a^) + ^ r (.'3^) + . . + a„ u»-^ 

^Venn man bierin u^rO setzt, so behält man die Resultante der Gleichungen 
f(a:)ssO und /"(a;)=0, d.h. die Bedingung, unter welcher wenigstens zwei 
Wurzeln der Gleichung f{x)=:0 einander gleich sind (10). 



§. 1 3. Die FunctionaldelerminanteD. 

4. Wenn n Functionen f^J ^,.., ^ der n Variablen cr^, ajjj,.., a?^ gegeben 
sind und f^^j^ den partiellen Differentialquotienten von fi in Bezug auf die Variable 
oof^ bedeutet, so dass 



so heisst die Determinante n**"* Grades 

/2,1 /2,« • * /2,n 

/n>t /n>2 • • /«,n 

die Determinante des Systems der gegebenen Functionen oder die 
Functionaldeterminante dos Systems*). Dieselbe reducirt sich auf 
eine Determinante niederen Grades, wenn z.B. f^ nur von x^ , f^ nur von x^ und 
a?2 abhängig ist (§. 2,. 5). Von der Functionaldeterminante bleibt nur das An- 
fangsglied übrig, wenn f^ eine Function von x^ , f^ eine Function von x^ und Xj , 
f^ eine Function von x^ , x^ und x^ u. s. f. ist (§. 2, 7). 

2. Wenn man die Functionen f^, f^j--} fn ^^ ordnet und bezeichnet, dass 
in /"j die Variable ü?,, in /j die Variable x^ u. s. f. in ^_j diö Variable a;«_| 
nicht fehlte so kann man umgekehrt x^ ab Function von Z*^, a?2r-, x^ betrach- 
ten, ar, als Function von /*, , /j^, Xj,.., x^ u. s. f. Demnach erscheint, wenn 
auch im Allgemeinen nur implicite. 



/Ji als Function von x^, x^^ x^y.. , 

/8 In I2i 






^8 > • • » 

/n fn hl f%i ' '1 /n— 1 » ^n • 

Indem man die partiellen Diffei:entialquotienten der so transformirten Functio- 
nen von denen der gegebenen Functionen durch hinzugefügte Klammern unter- 

«"; Jacobi de deteno. funclionalibus (Grelle J. 2i p. 319) §. 5. 
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§. 13,i 



im 



scheidet, erhält man die Punctionaldeterniinante des gegebenen Systems in Form 
des Products /a/ \ />^ \ /a/ \ 

(fe)Gi)-(iy'). 

worin (g^) von v^ sich nicht unterscheidet, während (y^) von y-- dadurch 
unterschieden ist, dass f^, im ersteren Falle als Function von fi^ x^^^ x^ 
letzteren Falle als Function von x^^ x^,,., (r„ betrachtet wird u. s. w. 

Beweifl. Nach der über f^ gemachten Voraussetzung ist 
Daher ist nach §. 6, 1 



da?« 






i4 



(IL. 






1 



^^)(^) 



[jSxJKbx^) 



Diese beiden Determinanten reduciren sich auf ihre Anfangsglieder (§. 2,7)\ die 
eine hat den Werth 1, die andere ist dem oben angegebenen Producte gleich. 

3. Lehnati. Wenn die Determinante R des Systems der Functionen /*!, 
fzfj fn identisch verschwindet, so sind die gegebenen Functionen von einander 
nicht unabhängig, und umgekehrt*^). 

Beweis. Wenn die Determinante R identisch verschwindet^ so muss von 
dem Product (2) - (^X\(\U\ /d/;x 

ein Factor identisch verschwinden, z.B. \y^\ d. h. f^ ist bei der oben beschrie- 
benen Transformation unabhängig von x^ geworden. Folglich ist x^^^ ausdrUck- 
bar durch /;, /;,.., /J, oj^+j,.., a?^, daher /l^.^ eine Function von f^ , /*,,.., /i, 

^t+t VI ^n» s^ d^ss duch (r^^-^) identisch verschwindet. Ebenso schliessl 
man weiter, dass 

identisch verschwinden, d. h. dass f^ durch /*,, Z^,.., /Jj_^ ausdrückbar sei, w. 
z. b. w. 

Umgekehrt, wenn die gegebenen Functionen nicht unabhängig von einander 
sind, sondern z. B. f^ durch /*, , /^,.., /"„.^ aliein ohne x^ ausdrückbar ist, so 
verschwindet (y^ ) identisch, folglich auch R, 

Besondere Fälle. Wenn fi^ f^i-'i fn lineare Functionen von x,, 
^2v-} ^fi s^^<li so ist die Determinanle ihres Systems von der Determinante der 
linearen Gleichungen (§. 9, l) 



*) Jacobi det. fuDct. g. 8. 



**) Jacobi det. funct. §. 6 u. 7. 
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nicht verschieden. In dem Falle, dass diese Determinante verschwindet, ist von 
den gegebenen Functionen eine durch die andern vermöge einer linearen Glei- 
chung von der Form 

ausdrückbar und die gegebenen Gleichungen sind nicht unabhängig von einander 

(§. 9,2). 

Wenn /i,^,..,/)* d*® partiellen DiflTerentialquotienten einer Function P 
bedeuten, so ist die Functionaldeterminante R einerlei mit der Determinante der 
zweiten partiellen Differentialquotienten von P und wird von Hesse (Grelle J. 28 
p. 83) als die Determinante von F kurz bezeichnet. Derselben Functional- 
determinante hat Sylvester (Gambr. and Dublin math. J. 6 p. 486) den Namen 
DHessianofF« gegeben. Sind insbesondere die partiellen Differentialquotien- 
ten von P durch eine lineare Gleichung von der Form 

verbunden, so verschwindet die Determinante von F identisch und P geht durch 
die lineare Substitution 

^n=\i »!-♦-••-•" 6^«-, yn-i + c^ y« 

in eine Function der Variablen ^i , y«»--) yn-i Ober, weil 

^,'^^^S^'^"'^f^nbli:^'^f^'^'"^''nrn--0. 

Vergl. Hesse Grelle J. 42 p. 117. . 

4. Wenn U eine gegebene Function der Grössen /*j, /i,.., fny jöd© dersel- 
ben eine gegebene Function der Grössen x^^ x^^..^ x^ ist, wenn femer R die 
Functionaldeterminante 

/i,i • • A f,n 

/n>i • • /n,fi 
bedeutet, so ist das vielfache Integral 

dem absoluten Werthe des Integrals 

jüR dx^ da?2 . . dXf^ 

gleich, wobei die Grenzen der neuen Integrationen aus den gegebenen Grenzen 
der ursprunglichen Integrationen zu bestimmen sind*). 



f" 



fi 



*) Die TraDsformatiOD eines zweifachen Integrals ist zuerst von Edler 4 759 Nov. Comm. 
Petrop. U, I p. 72 gezeigt worden. Bald darauf bat Lagrangb M6m. de l'Acad. de Berlin 4773 
p. 4 35 die Transformation eines dreifachen Integrals nach einer allgemein anwendbaren Me- 
thode ausgeführt. Die Transformation eines vielfachen Integrals im Allgemeinen rührt von 
X4C0BI her (Crdle J. 4 t ]^. 98, «teU (ünct. ^ «9). 
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Beweis. Stellt man zunttchst wie oben (2) 

/*! als Function von x^, X2f x^,,., x^^ 

12 > • • • • / 1 » ^a > ^8 > • • > ^n 

/ 8 • • > • • / 1 » /i » ^8 > • • » ^n 

In /ij /i»'-» fn—iy^n 

vor und unterscheidet man die partiellen Differentialquotienten der transfonnir- 
ten Functionen durch beigefügte Klammern, so kann man die neuen Variablen 
nach und nach in das gegebene Integral einführen wie folgt. 

Indem man mit der Integration in Bezug auf f^ beginnt, hat man das Diffe- 
rential dff^ durch (\^)d^n ^^ ersetzen, um statt der Variablen f^ die Variable 
Xf^ einzuführen. Demnach ist 

fudf, .. df„ =/f^(|^) df, .. dU_, dx„. 
Wenn man die Entwickelung dieses transformirten Integrals mit der Integration 
in Bezug auf f^^^ beginnt, so hat man d/J|_i durch ( \ )^^n— i ^^ ersetzen, 
um statt der Variablen /*^_| die Variable x^^^ einzufuhren, und findet 

Indem man so fortfährt, erhält man endlich 

füdf,..du=fu{^^)..Q^yx,..dx,. 

Das Product der kunstlichen die obigen Transformationen voraussetzenden Diffe- 
rentialquotienten ist aber die Determinante der gegebenen Functionen /*«, Z^,.., 

/;(2). 

5. Zu derselben Begel gelangt man unmittelbar durch Verfolgung des We- 
ges, den Lagrange (1. c.) bei der Transformation eines dreifachen Integrals ein- 
geschlagen hat. 

Wenn /i, /i,.., A» Functionen der Variablen a?^, cc,,.., cc„ sind, so besteht 
das System von linearen Gleichungen 

dfi = fxA dx^ + A,2 dojg + . . + /;^„ dx^ 

dfn^fn^idx.^f^^^dx^^ .. -^fn^n^^n- 
Durch Auflösung desselben erhält man (§. 9, 1) 

9Pi,ife rf/1 + 9i,k d/k + . . + q>n,k dfn — K ^^k ) 
/i,t • • /i,n 

/«,! • • fn,n 

und 9^ jfc den Coefficienten von /i jt d. i. ^ in /^ bedeutet, so dass insbesondere 
9P»,n = ^n-i *st (§. 3, 5). Es sei nun 

füdf,df,..df^ 

das zu bildende vielfache Integral und U eine gegebene Function von /i , ^2 > • - » A« - 



wenn ^ 
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Weon man die Reihe der aufzuItihreDdeD Integrationen mit der Integration 
in Bezug auf f^ eröffnet, so hat man die Summe der Differentiale Vdf^ unter 
. der Bedingung zu suchen, dass /*^, U^'-, fn^i unverändert bleiben. Unter dieser 
Bedingung ist in dem obigen System von linearen Gleichungen 

so dass man df^ durch " dx^ ersetzen kann. Folglich ist 

n— t 
füdf, ..dfn =/^5^ <ifi •• dfn-i dx^, 

wenn die Grenzen von x^ nach den gegebenen Grenzen von /*„ bestimmt werden. 
Indem man die Entwickelung des so transformirten Integrals mit der Integration 
in Bezug auf die Variable f^^\ beginnt, hat man die Summe der Differentiale 
U " (^fn—x *^ suchen, während /*,, ^^v» /n-2» ^n unverändert bleiben. Un- 
ter dieser Voraussetzung hat man aber 

mithin folgendes System von n— 1 linearen Gleichungen : 

= f,^^ dx, -h . . + /;^„_, dx^^, 

= An— 2,1 ^^1 "•" •" "*"/n— 2,n— 1 "^n— i 

df^^^ = /„_,^i da?, -h . . + fn-i^n--i <^^n~i • 

Hieraus ergiebt sich wie oben 

so dass man d/*«., durch Tp^^dop^^, und 0"^^ ^/ii-i durch C^^ ^^n-i 
ersetzen kann. Daher ist bei der erforderlichen Begrenzung 

fü^ df, ..df„_, dx„ =fü^^ df, .. df„_^ dx„_, dx„ . 

Der gefundene Ausdruck für das gesuchte vielfache Integral lässt sich durch ana- 
loge Betrachtungen transformiren, indem man zufolge ^ines Systems v(ui n— 2 
linearen Gleichungen d/)|_2 durch **"•* d^n— 2 ersetzt, wodurch 

/^ifc d/; .. df„_, dx„_, dx„ =fu^^ df, .. d/;_, da?«_, dar,_, da;„ 
wird u. s. w. Endlich findet man auf demselben Wege 

fu Y dfi dx^.^dx^ rszjUR^ dx^ dx^.,dx^^ 

indem man zuerst in Bezug auf /*, integrirend vermöge der Bedingungen 

dx^ = 0, dapg = 0, . ., dx^ = 
das Differential d/^ durch -J^dx^ d.i. Ä, dx^ ersetzt. 

6, Wenn /i, ^g»-» /ii i^icht unmittelbar als Functionen von a?,, a?^,.., cc«) 
sondern zunächst als Functionen der p Grössen ^i > ^2 > • -i Vp gegeben sind, welche 
gegebene Functionen der Variablen cc, , x^^-'i x^ sind, so findet man ihre Func- 
tionaldeterminante wie folgt *). Nach Voraussetzung ist 

*] jACOBi det. funct. §.44. 
Ballier, Deleni. 9 
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also 



wenn 



bxk by^ 5^ 



5y7 ö^A 



ör,- bfi 






■«i,p ^p,fc» 






Bezeichnet man die Determinanten der Elemente a, b durch P, Q und die gesuchte 
Determinante der Elemente c durch A, so ist nach §. 6, 1, wenn p< n, 

d. h. wenn die gegebenen Functionen durch eine kleinere Anzahl von Functio- 
nen der Variablen ausgedruckt werden können, so verschwindet die Functional- 
determinante identisch, wie es nach dem Lehrsalz (3) zu erwarten war. 

Wenn p = n, so ist fl = PQ^ d. h. 



ö», " hx, 


i 


öVi ■■ by„ 


bx, •• öa;„ 


\L".\k 

bx^ bxf^ 


i 




öy«. öy^ 
bx^ bx„ 


oistÄ = ^PO, d.h. 


OX^ bXn 

bx, bx„ 


s=5 


byr iVa' 

byr by, • 


0«, da;, 

OX^ OXj 



Die Glieder dieser Summe werden erhalten, indem man fllr die Gomplexion r, «,.. 
alle Combinationen von je n SufiSxen aus der Reihe 4 , 2,..,p setzt. 

7. Wenn f^t fzi-y fn ^^^^^ explicite als Functionen von ar^, orj^,... a:„ 
gegeben sind, sondern implicite dadurch, dass n Functionen 9)1 , 9>2,*m %^^^ 
Variablen /i, ^,.., /n» ^t» ^a»-» ^n verschwinden, so ist 



iL 

bx. 



dA 



bx. ' ' b Xf, 



= (-1)« 



bjf, b(£, 
b Xi ' * b Xf^ 



da;. 



Hl 






b(f, 

"5^ 



Wr V bfn 



*). 



Beweis. Vermöge der gegebenen Gleichungen 

kann jede der Grössen /J , /^j,.., /)| durch die Grössen x^, cc^,.., x^ ausgedrückt 
werden. Wenn man die gefundenen Werthe in der Grösse g>i substituirt, so 
erhält man die Identität g^^sO, durch deren Differentiation in Beiug auf ccj^die 
Identität folgt : 

bxk Ä/, öxjt " bfn bxjt ' 
d. i. 



*) Jacobi det. funct. g. 40. 
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Ci,k 






gesetzt wird. Bezeichnet man die Determinanten der Elemente c, 6, a durch T, 
S, R, so ist (§. 6, 1) 

und zwar (§. 3, 2) 



T=:(-4)* 



bx^ ' ' bxn 



8. Wenn /i, /*,,.., /*„ dadurch als Functionen von a?^, 0?^,.., x^ gegeben 
sind, dass n + p Functionen 50^, 9)2 , . . , 9>fi+p der Variablen /i , ^2 , . . /^+p , x^ , 
jTj, ..a?^ verschwinden, so ist*) 



iL., ^A 



-f-'i'H; -sS 



dy. 






Ö/'n + p 



^yw-i-p ^y«-i-i» ^yw-i-p ^ yn-i-p 



TSp " da?„ ^+1 



ä/i 



»+i» 



"57: 
iiy« 



1^ 



±j? 






Beweii, Vermöge der Gleichungen 

können fn^it /n+t)**' fn-^p durch die übrigen Grossen ausgedruckt werden, 
folglich sind vermöge der Gleichungen 

5Pi = ö, g>, = 0,.., 9,^=30 

die Grössen fxy ft^i fn durch a?^ , o^,.., a?,i ausdrttckbar. Daher hat man (7) 
für ts= |y2,..yti-l-Py solange k nicht grösser als n, 



d.i; 
wenn 



öyrf . Hy H. . . ^ yt ^/'» _ A 

_ ^y« I» — ^yt „ — ^fi 
•""""51^' ^*'*"^' ^t,*-?^ 



gesetzt wird. Wenn dagegen k grösser als n, so setze man 

Bezeichnet man nun die Determinanten (n+p)*"° Grades der 'Elemente c und b 
und die Determinante n^ Grades der Elemente a der Reihe nach durch T, S, ft, 
so ist (§. 6, 4) 

r«SÄ, fi = r:S. 

Insbesondere ist 












^yn 



*) Jacobi det. funet. g. \ 3. 
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9. Wenn /*^ , A>"' fn ^^^ einander unabhängige Functionen von x^^ x^y.,^ 
x^ sind, so sind auch sc^, ^s;*) x^ von einander unabhängige Functionen .von 
A> /i,.-> /n- J^*® Determinante des Systems ^, /i,.., fn "^d die Determinante 
des Systems x^^ a;^,.», a:,| sind reciprok^ d. h. ihr Product ist =4 *). 

Beweis. Um f^ in Bezug auf /)^ zu differentiiren, m{isste man x^j x^^..^ x^ 
durch fi, fti", fn ausdrücken und 

bilden. Diese Summe betragt aber oder 4 , je nachdem k von i verschieden ist 
oder nicht, weil f^, ^,.., /i^ von einander unabhängig sind. 

Bezeichnet man v-^ durch a^i^, ^ durch^ b^i^ und die erwähnte Summe 
durch q j^ , bezeichnet man die Determinanten 



«M 


••o.,« 


> 


*M- 


•*.,« 


> 


\i 


••c..« 


a«,. 


• an,n 




<i '■ 


• *n,n 




<^«.. 


..c„,» 



durch h, S, r, so ist 

folglich (§.6,1) r=ÄS. 

Nun ist Cjjt entweder oder 1, je nachdem k von • verschieden ist oder nicht; 
folglich 7"= < (§.2,7), d.h. 






st:-- h: 



I. 



10. Wenn A und S die vorige Bedeutung haben und die Coefiicienten von 
•^ in R und von jj^ in 5 durch «,- jj. und ß^j^ bezeichnet werden, so ist **) 



bx^ 


bx^ 


= 




&/•».+ . 


dA • 


• ä^. 


dir» 






'ä/; 


•Tx„ 


öA 


0«»+. 


dA 


dA 
•öl'» 


= 


da'm-l.. 


.da'm+. 


d«. • 


J>/m+. • 


• ä/'„ 


d?« ■ 


•5^ 




dir. 


• ix. 


bx ■ 


0/-«+. ■ 



Bewei*. Nach den angenommenen Bezeichnungen (9) ist 
«1,1 Kk ■+■ "«,« Kk + ■ + ",,« V» = 

«n,i *t,A + o«,« ft^* + • •+ a*,« 6«,ik = 0. ^ 

*j Jacobi det. funct. g. 8. Vei^l. MöBiirs Grelle J. 4S p. 416. *») Jacobi det. fdnct. 

8. 8 u. 9. 



Wenn man diese Identitäten der Reihe nach mit 
multiplicirt und dann addirt, so erhält man (§.3,1) 



Ferner ist (§. 7, 2) 



a. 



1,1 



*i,m 



= /?»-* 



^m+i,w+t • • ^m+t,n 



Durch Substitution der eben gefundenen Werthe von cci^,.., a^^^^ erhält man 
auf der linken Seite (§. 3, 2) 



jRm 






und damit den Inhalt der zweiten Behauptung. Die übrigen Behauptungen fol- 
gen aus den bewiesenen; indem man gleichzeitig fmii x, R mit S vertauscht. 

44. Wenn ^eine Grösse bedeutet, von welcher fxi fzi'-i fn ^^^ gegebene 
Weise abhängen, so kann man 

bilden. Die in diesen Dififerentialquotienten vorkommenden Grössen x^^x^^..^x^ 
können durch f^^ fz,") fn ausgedrückt und dann die Differentialquotienten nach 
f\i f%j" differentiirt werden. Die Functionaldeterminante R (9 und 40), welche 
zunächst eine Function von x^^OD^i-i^n ^^t, kann durch fi, fz,-*, fn ausgedrückt 
und dann nach t differentiirt werden. Wenn andererseits u eine Variable bedeu- 
tet, von welcher a?^, a?j,.., x^ auf gegebene Weise abhängen u. s. w., so ist 
nach den angenommenen Bezeichnungen^) 

v: ^ ^ ^ 



hlogH 

bt ~ 

= 



• Vir 



und analog 



blogS 






QU 



H'^'^) . M«a 



Insbesondere ist**) 



= ^ 








ifn 


+ 


bXn 




(«^) 


"^ 


bxn 






OXn 


1 



Beweis. Nach §. 3, 10 hat man 

bt ^ i,Ä 






♦) Jacobi det. fiinct. 8- »• Vergl. Jacobi Grelle J. 27 p. 209. 
203. 



**) Jacobi Grelle J. 27 
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worin nach (40) 
und 



Nun ist aber 



dt 57"5«*' 



folglich 






h\ä 






dA 

5T' 



:A2 



^^ 



blogR 



^W 



fT?r' -inr^'-fiTr- 



Ferner ist AS = 4 (9), also logR-hlogS^O^ und 



= 



blogS 



^^ 



TT ■^?TÄ- 

Da die Functionaldeterminante S eine Function der Grossen ft* fn-, fn '^^i 
welche die Variable t enthalten, so bat man 



bs_hs dr. 



Nimmt man hinzu, dass 



5Ä5? 



•■SÄ -51" 



^5 <^/; 



ist, so erhalt man die zweite der aufgestellten Identitäten. Die analogen Identi- 
täten ergeben sich durch gleichzeitige Vertauschung von t mit Uj f mit o?, R mit S. 

Wenn insbesondere / = a?j^, so ist (10) 

12. Wenn X, X^,.., X„ gegebene Functionen von fic, a?i,.') ^n bedeuten, 
f eine unbestimmte Function derselben Yanablen und 

wenn ferner n von einander unabhängige Lösungen der linearen partiellen DifTe- 
rentialgleichung xf}[f)^0 durch /i, ^g,.., ^ bezeichnet werden, so dass i//(/i)j 
V^(A))**) V^(/n) identisch verschwinden: so lässt sich ein Multiplicator if ange- 
ben, durch welchen tp{f) zur Determinante der Functionen f^ fit>*} fn ^urd; d* ^' 







0« oxt 





und zwar ist, wenn i ein beliebiges Suffix und A^ den Coefficienten von ^ 
der Functionaldeterminante bedeutet, 

X,' 
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oder, was auf classelbe hinauskommt, M ist eioe Ltfsang der linearen partiellen 
Differentialgleichung 

OX QX^ OXn 

Denn aus dem System von linearen Gleichungen 

folgt (§.9,1) 

wenn A die Determinante des linearen Systems und A^ den Goefficienten von f^ 
in Ä bedeutet. Ist aber Ai = jtf Jf,- , so ist [\ h) ' 

da? oa?4 ' * 5aj„ 

Anmerkung. Die durch M bezeichnete Function der Grössen x^ x^^.^^x^ 
wird nach Jagobi (1. o^) der Multiplicator der partiellen Differentialgleichung 
ip{f)=sO, oder der partiellen Differentialgleichung 

oder des Systems von gemeinen Differentialgleichungen 

dx : dx^ : dx^ ' •• i dx^^^s X : X^ : X^ i ., .: X^ 

genannt, weil die Auflösungen jener partiellen Differentialgleichungen und dieses 
Systems gemeiner Differentialgleichungen im engsten Zusammenbange stehen. 
Ist nämlich Jt eine Lösung der Gleichung tff[f]ssO und x eine Function von x^ , 
x^j-.f x^j welche dadurch bestimmt worden ist, dass man n: einer willkttrlichen 
Gonstante gleichgesetzt hat, so hat man 



folglich 








brr bx 




bn 




hxi 


OX ox^ 


0, 




d;r 


bn bn 


M 


bx 


»« 


J^' 


bx^ ' bxj^ 




hx^ 


hXf 






Sind andrerseits f^y /*{,.. , fn von einander unabhängige Losungen der Gleichung 
xfß[f)ssO und werden dieselben willkürlichen Gonstanten gleichgesetzt, so hajt man 



l^dx + l^dx,+ . 


•+^J^n'^0 


^da;+^daj. + . 

OX 0X^ ' 


,+|Äda,.=0 



♦) Jacobi Grelle J. 87 p. 810. 
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und durch Auflösung dieses linearen Systems 

dx : dcDj : dx2 : .. = A : A^ • -^2 • •• 



§. 1 4. Lehrsätze von den homogenen Functionen. 

4 . Wenn u eine homogene Function m^ Grades der Variablen a?^ , o?,,. , ar„ 
ist, wenn man ^ durch u^ bezeichnet, so ist nach Eulbr's Theorem *) 

mu = Wj ajj + . . + w,| aj,j . 
Indem man denselben Satz auf die homogenen Functionen u^, u^j.*, von m— 4 
Dimensionen anwendet und g—7y— durch Ufj^ bezeichnet, erhalt man das System 
von Identitäten **) 

2. Nach den angenommenen Bezeichnungen ist 

m (m— 4) u=: SXi x^ w,;^ ***), 

worin i und /r der Reihe nach gleich 4 , 2,.., n zu setzen sind. 

Beweis. Wenn man die obigen Identitäten der Reihe nach mit x^ , x^ ,.., x^ 
multiplicirt und addirt, so findet man auf der rechten Seite die angegebene 
Summe, weil 5«^ ö*u 

und auf der linken Seite m (w— 1) w, weil (1) 

Anmerkung. Wenn man die zweiten partiellen Differentialquotienten der 
homogenen Function wiederum durch dritte partielle Differenlialquotienten der- 
selben ausdrückt, so erhält man für die homogene Function die Summe der Pro- 
ducte ihrer dritten partiellen Diff'erentialquotienten mit den Variablen, in Bezug 
auf welche diffierentiirt worden ist u. s. w. Alle diese Zerlegungen der homoge- 
nen Function ergeben sich, wenn man , wie iSerrbt (Algöbre sup6r. Note XII} 
bemerkt, die Variablen mit 4+C(>, also die homogene Function mit (1 -^wf^ mul- 
tiplicirt und die Identität 

in Bezug auf w nach Maclaurin's Theorem entwickelt. 

3. Die Resultante des in (1) gegebenen Systems von n+4 identischen linea- 
ren Gleichungen ist (§. 9, 3) 

=0, 



£t« «. •• 


% 


«1 Wl,l • • 


««.. 


• 




«n «i,n • • 


«»,« 



*) Mechanica 4786 tom. II, g. 106. 497. Calc. diff. g. 225. ♦*) Hesse Grelle J. 28 

p. 78. *♦♦) Lacroix Calc. diff. g. 94. 
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nach Weglassung des Factor m^\ in der ersten Vertiealreihe der Elemente 
(§. 3, 2). Die auf der linken Seite stehende Determinante (n+l)^' Grades kann 
nach §. 3, 3 als Summe der Determinanten 



m-i • 


•«« 


+ 


«. 


••«n 


«,,, . 


•«-.1 




"i «1,1 


• • «n,i 


«..« • 


•««,« 




«« «i,n 


••«n,« 



betrachtet werden. Die erste dieser Determinanten reducirt sieb nach §. 2, 5 auf 



m-4 



•i.i • 



«n, 



^^1,» • • «mm 



Die zweite Determinante ISsst sich nach §. 5^2 entwickeln, weil \k^U]^i' Setzt 
man nämlich 

^ = «1,1 • • «n,i 

und bezeichnet den Goefficienten von w^j^ in v durch a^ j^ , so dass a^ j^ = aj^^ 
(§. 3, 8), so ist 



u^ 



^1 '*i,t • * "n,! 



«f. «i.n • • «n.n 



^J«<"*«^)fc- 



Folglich lautet die obige Identität : 
4. Aus dem linearen System (4) 



-{m-\) u. +«,,,03,+ .. +tt^„a;„»=0 
folgt nach §. 9, 3 mit Rücksicht auf §. 7, S die Proportion 

(f) -(m-<):(r, :a;,:aj, :.. =» V7: V7,,, : V7,,, :yÄi. 



wenn die CoefiBcienteu der Elemente ^j^, «,i u^^fc in der Determinante (n+<)"" 

Grades 

mu 



A: 






«1 «1,1 



«f. «..n 



«».. 



^n,n 



der Reihe nach durch v, /?J, /?; ^ bez eichnet w erden. Man hat nämlich Ä5=0 (3), 

ßi^k^ß^i (§. 3,8), i/ft7t;=^o VK^=^ßi.k (§• 7^^) ^-s- w. 



*) Hesse Grelle J. 38 p. S42. 
Ballier, Delenn. 
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Wenn daher irgend eine erste partielle Determinante w'*" Grades (§. 4, 3) 
der identisch verschwindenden Determinante R identisch verschwindet, so ver- 
schwinden identisch auch die übrigen ersten partiellen Determinanten derselben, 
namentlich die Determinante t;, und umgekehrt. 

Die obige Proportion lehrt, dass 






Nun ist yj^ = ßi, yßi^ißk,k=-ßi,k, folglich 

5. Die bewiesenen Relationen leisten einen wichtigen Dienst in der Theorie 
der Krümmung von Linien und Flachen. Wenn feine Function der orlhogonalen 
Coordinaten x, y eines Punktes ist, also /V=0 die Gleichung der Linie ist, auf 
welcher der Punkt (o;, y) liegt ; wenn ferner 

gesetzt wird, so ist bekanntlich 

die Gleichung für die Normale der Linie {f=0) durch den Punkt [x, y) derselben, 
wobei ^, tj die Coordinaten irgend eines Punktes der Normale bedeuten. Setzt man 

und differentiirt diese Gleichungen vollständig, so erhält man 

{x-^} dl^kdx = df,, (y-i?)dA + Ady=:d/i, 
oder 

f,^ = dU-Xdx, U^^df^-Xdy 

fttr die Normale der Linie (/"«O) durch den Punkt {x-i-dx, y+dy), welche mit 
der ersten Normale den Punkt (|, t]) gemein hat, d. i. das Centrum der Krüm- 
mung, welche die Linie (/*=0) im Punkte {x, y) hat. Aus den Gleichungen 

= f, dx+ ft dy 



ft-T — fu ^^ + iftt - ^) ^y 



folgt (§. 9, 3) 



A /i 



= 



*) Hiermit stimmen die von Hesse Grelle J. 28 p. 4 08 u. 38 p. S42 aufgestelltea Relatio- 
nen überein. 
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zur fiesümmung von l. Wenn man diese Gleichung nach §. 5, 2 entwickelt, so 
erhalt l den Coefficienten f*+ f^ und das von X unabhängige Glied ist 

l/l /ll /l2 

k /■« /w 

Daher ist 

Endlich hat man zur Berechnung des Radius der Krümmung , der durch |9 be- 
zeichnet wird, 

?» = (CD - Ö« + (y - 1?)» = ^^J^' 
und zur Berechnung der KrUmmung 

Die Determinante L ist leichter zu behandeln, wenn die Function, auf welche 
sie sich bezieht, homogen ist. Versteht man unter u die homogene Function der 
Variablen ^i, o^, ^3, welche mit /* identisch wird, wenn 073=1, so hat man (4) 



lm-<)* 



worin 



^ = 


u^ Mj 




"i «11 «1» 




w, «« w„ 


Vs 


«11 «« «18 




«1« «2» "*3 




"« "2» «»3 



und nach der Differentiation cc, = 1 zu setzen ist. 

Die Punkte der Linie (/'=0 oder w=0), für welche L oder v verschwindet, 
mithin die Krümmung verschwindet, sind im Allgemeinen Wendepunkte der 
Linie. Sie erscheinen als Durchschnitte der Linie (/*=0 oder u=sO) und der Linie 
(1 = oder t;=0). Nun sind f und u nach Voraussetzung m**" Grades, v aber 
3 (m— 2)*" Grades, folglich haben die gedachten Linien im Allgemeinen 3in(m— 2) 
Durchschnitte, d.h. eine Linie m*'"Grades hat im Allgemeinen 3m(m— 2) 
Wendepunkte*). 

6. Wenn. /*eine Function der orthogonalen Coordinaten x, y, z eines Punk- 
tes, also /"äO die Gleichung der Flache ist, auf welcher der Punkt (o?, y, z) liegt, 
so ist nach den vorigen Bezeichnungen 

die Gleichung für die Normale der Fläche (/*=0) durch den Punkt (a:, y, js), wofür 

A((r-Ö=A, ^(j/-^)=/i» ^(^-D=A 
gesetzt werden kann. Die Normalen der Fläche (/'=0) durch die Punkte (a?, y, a) 
und (x+da;, y-^dy, z-^dz) schneiden sibh im Allgemeinen nicht, sondern nur 



*) Dieser Satz ist zuerst von Plücker (Syst. der analyt. Geom. p. 164) aufgestellt worden. 
Der hier mitgetheiite Beweis rührt von Hesse (I. c.) her. Einen andern Beweis findet man bei 
Jacobi (Grelle J. 40 p. 254). 

10* 
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§.U.». 



dann , wenn der zuletzt genannte Punkt auf einer durch {x, y, a) gehenden 
Krt^mmungslinie liegt. Ihr Durchschnitt (|, t], ^ ist das Krttmmungsoentrum 
eines Hauptschnitts der Flache fUr den Punkt {x,y, z). Durch Differentiation der 
obigen Gleichungen findet man fUr diesen Fall 

(a; — I) dX + Xdx = df^,u. s. w. 
oder 



folglich {§. 9, 3) 



r/-^^d^-ldy 

/; dfi dx = 0. 
rt dU dy 
f, df^ dz 



Diese Differentialgleichung in Verbindung mit der Differentialgleichung der ge- 
gebenen Fläche 

/;dx4-/;dy+/;d«=o 

bestimmt die durch den Punkt* (cc, y, z) gehende ErQmmungsIinie, auf welcher 
der Punkt (x-\-dx, y+dy, z+dz) liegt. Aus dem System der Gleichungen 

= f, dx +/; dy +f, dz 



dJL 



ftT= f»dx+(f^-X)dy 
folgt zur Bestimmung von X 

fi fr r. 



+ fadz 

■*-fndz 

(f„-X)dz 







All — ^ /12 /lg 

M8 m /»""^ 



= 0. 



Diese Gleichung ist zweiten Grades und zwar hat i? den Goefficienten ^f^ — f^ 
^fzi ^'äbrend das von X unabhängige Glied 

^ = A /i /i 

fi f\X /l2 /)s 
12 IM 122 hz 
f% fi% m /s8 

ist. Bezeichnet man die Wurzeln derselben Gleichung durch k\ X\ so hat man 



X' r= 



-I 



Wenn man endlich den Abstand des Punktes (^^ i;, ^ von (cc, y, z) durch q be- 
zeichnet, so ist 

Demnach hat auch q zwei Werthe q\ q", so dass 



?? 



/»*■ 



/i^ 
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Die reciproken Werthe -7, -7» sind aber die KrttmmuDgen der durch (x, y, z) 

gehenden Krümmungslinien oder der von ihnen berührten Haupischnitte «der 

Fläche, also ist das Product der Hauptkrümmungen der Plfiche (f= 0) in dem 

Punkte {Xy y, js) 

4 L 

Versteht man unter u die homogene Function der Variablen cc, , cCj^, a;,, a?^, 
welche mit f identisch wird, wenn 0^4 =s 4 ist, so hat man (4) 



u. ti. 



^iZ 



(w-T? 



H ^« ^ ^tz 

W, W,3 Uj, U^ 

Die Punkte der Flttche {f^O oder WäO), für welche L oder v verschwindet, 
sind im Allgemeinen Wendepunkte der Flache. Sie liegen auf dem Durchschnitt 
der Flächen (/*= oder u = 0) und (£ a= oder t;=s 0). Nun sind f und u nach 
Voraussetzung m*'" Grades, v aber 4(m— 2)^" Grades, also liegt die Wende- 
linie einer Fläche m*'"' Grades zugleich auf einer bestimmten 
Fläche 4(m—2r" Grades*). 

7. Aus den in (4) gegebenen Identitäten hat Jagobi**), veranlasst durch 
einen von Hesse mitgetheilten Satz, folgendes die mehr erwähnte Determinante 



t; = 



M 



^fhi 



betreffende System von Identitäten entwickelt. Zunächst ist nach §.'9,1 

(I) vxi^(m^\){a,^iu,'h .. -l-flf,»,fM„), 

wenn a^j^ = av^ wie oben (3) den Coefficienten von u^j^ = uj^^ in v bedeutet. In- 
dem man diese Identität in Bezug auf x^ oder Xj^ differentiirt und zur Abkürzung 

bv 

OXjk * 

setzt , erhält man 

(11) Vi o?^« (w-<)(^ ^i + • • + 1¥ ""-) "^ ^^"^^ "^^ 

weil (§. 3, 1) 

Durch abermalige Differentiation der gefundenen Identitäten, wobei 

b*v _ 

^bxkbxi' ^' 
gesetzt ist, erhält man 



«) Ueme 1. c. 



**) Grelle J. 40 p. 848. 
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§14,-- 



(111) vi^j,x]= im-i)(^^u,. 



dt*«./ 



"*" ^^'* ■51^)"*"f''^~^)^ft' 









+ «fm-"«,»=v 



indem man die Differentiation der Identitäten 

in Bezug auf Xj^ zu HUlfe nimmt. 

8. Das Sy9tem von Werthen der Variablen x^j ^2)*'f ^n» wodurch den im 
Allgemeinen unvereinbaren Gleichungen 

w, = 0, Wjj = 0,.., 1/^ = 
genügt wird, hat zur Folge, dass die Functionen u und v (4 und 7, I), sowie 
^1» ^ti"j ^n C^? ^^) verschwinden. Zugleich verschwindet die Determinante 



«? = 



^1,1 • • ^n,i 



^i,n • • ^n,n 



welche aus v ebenso abgeleitet ist, als v aus u. 
Aus den Gleichungen 



^"i,i^i- 



= w,,n-i 



x. 



■Wn,i a?„ 



•Wn,n^n 



folgt aber (§. 9, 3 und §. 7, 5) 

wenn a,- j^ den Coefficienten von t/^j^ in v bedeutet. Daher hat man zugleich 

wo N fUr alle Suffixe unveränderlich ist. Durch diese Substitutionen erhalt man 

in (7, III) 

dt 



d.i. nach (1) 
folglich 






»^28 



= t/i, : t/,. 



: u. 



23 



*). 



9. Die homogene Function u vom m**"* Grade wird, wenn sie rational und 
ganz ist und ganze CoeflScienten hat, eine Fornj m'~ Grades (quadratisch, 



*) Hesse Grelle J. 40 p. 316. Vergl. Jacobi 1. c. 
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cubisch U.S. f.) von n unbestimmten Variablen (binär, ternttr u.s.f.) 
genannt'*). Eine quadratische Form (häufig »Form« schlechthin) kann durch 



eine cubische Form durch 



•ff [ ^*'^' ^* ^* ^* **^ 



dargestellt werden, wobei t,fc,/ alle Werthe von i bis n erhalten und die Grös- 
sen a^^jt, a^j^i durch Umstellung ihrer Suffixe keine Veränderung erleiden. Unter 
der Determinante einer quadratischen Form versteht man den nega- 
tiven Werth der aus dem System der Coefficienten gebildeten Determinante***). 
Ist nämlich 

so heisst — Ä die Determinante der Form u= 2 a^j^ Xi x^ . Die Entwickelung 

t,fc ' , 

dieser Determinante erfolgt nach §. 5, 2. Wenn Oj ;^ den Coefficienten von a,- ;^ in 

R bedeutet, so heisst die quadratische Form 

U^-^^^kViVk 
der gegebenen Form u adjungirt (forma adjuncta) f). Nach §. 5, 2 hat man 



ü = 



yy 

Vi «1,1 



Ferner ist {§. 7, 1) 



Vn 



*\,n 



Vn Ol 



n,i • • 0#»,n 



— Cf. 



1,« 



— o«. 



= (-Ä)"-S 



*n,i • • **«,n 

d. h. die Determinante der adjungirten Form ist die (n— <)*• Potenz der Deter- 
minante der Form. 

Nach §. 5, 2 hat man 



x^ . 


.x„ 


^i «i,i • 


•«.,« 


^n o«,! 


••««.n 



wenn i4,- j^ den Coefficienten von a,- ^^ in 2 ± oc, ^ . . a^^ bedeutet. Nun ist A^j^ ^ 
ff*"*Oi,fc(§.7,3), folglich 



M = ' 



Ä»- 



X, 



Xm» 



X, a, 



«,i 



^n ^n,i 



*i,n 



''n,» 



ft). 



Anmerkung. Wenn die Form u quadratisch ist, so sind ihre partiellen 
Differentialquotienten linear; daher ist sowohl die Determinante der zweiten 



*) Gauss Disquis. arithm. art. 4 53 a. 266. **) Vergl. Hesse Grelle J. S8 p. 74. 

•) Gauss I. c. 4 54 u. «67. +) Gkvh 1. c. 267. H) Bwoschi Dek. (68). 
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partiellen DiffereDtialquoiienten von n (§. 13, 3), als auch die Discriminante von 
u (§. 42, 11) nur durch einen Zahlenfactor von der Determinante dieser quadra- 
tischen Form verschieden. 



§. 1 5. Die linearen, insbesondere die orthogonalen Substitutionen. 

4. Wenn eine gegebene Function der Variablen x^^ ^tr*? ^n durch die 
linearen Substitutionen 

in eina Function der Variablen yt^y^i^tyn ^^ transformiren ist, so wird die 
Determinante der Substitutionscoefficienten 



^,1 • • *- 



i,n 



^n,i • • \n 



die Determinante (modulus) der linearen Substitution genannt. 
Dieselbe muss von Null verschieden sein, wennx^y o^,.., x^^ als unabhängig 
von einander vorausgesetzt werden (§. 9,2. §. 43,3). Die lineare Substitution 
heisst unimodular*), wenn ihre Determinante =4 ist. 

2. Wenn die linearen Functionen /"i, f^,-., f^ der Variablen aj, , aj^,.., x^ 
durch eine lineare Substitution in lineare Functionen der Variablen yi, 92'**) Vn 
transformirt werden, so ist die Determinante des Systems der transformirten 
Functionen (§. 43, 1) das Product der Determinante des Systems der gegebenen 
Functionen mit der Determinante der linearen Substitution**). 

Beweis. Es seien 



fi==%i ^ir^ •• +0 



i,n 



Xn 



die gegebenen linearen Functionen. Durch die lineare Substitution 

m • • 

erhält man die transformirten Functionen 

worin c,- j^ gefunden wird, indem man x^^x^^^^i^t^AeT^eihe nach mit a;,i, ö^^,.., 
a^,^ multiplicirt, addirt und in der Summe den Coefficienten von yj^ aufsucht: 

^ijc = «1,1 \k + • • + %n Kk • 

*) Sylvester Cambr. and Dabl. math. J. 7 p. S2. **) Vergl. den algebraischen Be- 

weis der MuHiplicationsregel (g. 6). z. B. Joacbimsthal Grelle J. 40 p. iS. 



Nach §. 6, 1 ist 
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1,1 



Ci,n = «1,1 • . \n \i • • &i,n 



^«,1 • • ^fi,n 



Vi • • Sn 



Ki ' ' \n 



3. Wenn man die algebraischen Gleichungen f(x)=0 und g)(a?)=0, jene 
vom in*'", diese vom n**" Grade, durch die Substitution 



a? = 



py-^q% 



in die Gleichungen ' P 1/ + ö « 

iransformirt, wenn ferner jR = die Resultante der gegebenen Gleichungen und 
ä'ssO die Besultaöte der Iransformirten Gleichungen bedeutet, so ist 

fi'=(p5'-p'9)«»»Ä*). 

Beweis. Unter der Voraussetzung, dass «i, cr^,.., a^ die Wurzeln der 
Gleichung f{x)=0 und ß^ , /J^,.., ßn die Wurzeln der Gleichung 9?(a?)=0 bedeu- 
ten, hat man identisch 

fix) = a^ {x^a^){X'^a^) . . (a?-a^), 

folglich 

Die Resultante der Gleichungen 

ist, übereinstimmend mit der Resultante der Gleichungen f{x)=0 und ^(a?)=rO, 

nach §. H , 1 

il(or,^/9,)r=0, ^ ' 

worin on^ßjc als Determinante der linearen Functionen 

i — a,w, t — ß^u 
erscheint. Durch die lineare Substitution 

geht die Determinante von t—a^u und t—ßj^u nach (2) in 

tlber, folglich ist 

(pg'-p'9)^g(of,— /?^) = 

die Resultante der transformirten Gleichungen 



*] Jacobi Grelle J. 40 p. 245. SaImon higher plane curvcs p. 296. 
Ballzer, Delerm. 
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Anmerkung. Wenn die Gleichung f(x) ssO durch die Substitution 

VV + 9* 



^^py + £i 



in die Gleichung 



<'V*«''r/e.|i^)=«, 



transformirt wird, so findet man durch dasselbe Verfahren, dass die Determi- 
nante der transformirten Gleichung aus der Determinante der gegebenen Glei- 
chung (§. 12,8) durch Multiplication mit (p 5'— p'g)*** (***"*) abgeleitet wird^ weil 
i7(a,-~a;^) ein Product von m(m— 1) Differenzen ist, die sich als Determinanten 

linearer Functionen betrachten lassen. 

4. Wenn eine Function f der Variablen a?^, oTj,.-, ocn durch eine lineare 
Substitution in eine Function der Variablen ^^ , y^^-'^Vn transformirt wird, so 
ist die Determinante der transformirten Function das Product der Determinante 
der gegebenen Function (§. 13^ 3) mit dem Quadrat der Determinante der linea- 
ren Substitution*). 

Beweis. Die Function f werde durch die lineare Substitution 



transformirt. Dann ist 



'K^Vn 



^n^n i 



folglich nach §. 6, 1 

(A) 
Femer ist 









öy 


»y 


dy 


dy 


d»»dy, • 


■ dvnay. 



i>y ay 



ay a»/_ 

ai/„aa?4 *■ öj/^öa?^ 



'«,1 



'«>i 



*M 



''n,tt 






bf bx^ 



^ay ^ a'{ j . . ay . . 



folglich, wie vorhin, 

öy 



(B) 



^ ay 

öy^ da?4 * ' by^ bx^ 

ay " (^y 



a»f ay 

bx^ bx^ ' ' brc^ bx^ 

ay " ö'r 

öa5„ bx^ ' ' bXf^ bXf^ 



'1,1 



'«^t 



*M 



>n 



^) Hesse Grelle J. 28 p. 89. Der Fall, in welchem die FunctioD f quadraUsch ist, kommt 
film SB 2 bei Lagrangb vor (Mem. de TAcad. de Berlin 4 778 p. 385), für nas 3 bei Gauss (disq. 
arithm. 268). 
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Durch Hultiplicatioii der Gleichungen (A) und (B) findet man 





a«r 
■ a». ay. 


av 


av 


a»»av, • 


* ay,dy. 



av 



av 



hx^ dx^ " bx^ bxf^ 

a'v " av 



%i 



'n,i 



"1,»! 



''n,*! 



5. Unter den lineareD Substitutionen, wodurch man eine gegebene Function 
transformiren kann, ist besonders eine solche bemerkenswerth, bei welcher die 
Summe der Quadrate der neuen Variablen von der Summe der Quadrate der 
ursprünglichen Variablen nicht verschieden ist. Diese Substitution ist von Ehlbr 
(Nov. Comm. Petrop. \h p. 75, 20 p. SH), Cauchy (Exerc. de Math. 4 p. 440), 
Jacobi (Grelle J. 42 p. 7), Catlbt (Grelle J. 32 p. 419) in Betracht gezogen und 
nach einer Bemerkung des Letztern orthogonale Substitution genannt 
worden. 

Ist die gegebene Function von den Variablen CC|, cd,,.., o;^ abhängig und 
durch die lineare (orthogonale) Substitution 



^n^^n^iVi-^^ü^zyt- 



^n^n 



Vn 



in eine Function von y^^ y^f-.j t/f^zn transformfren, dergestalt dass 



yi'+y*'- 



+ yri' = a^i^-«-«^»^ + 



'X^ 



so haben die Goefficienten folgende Haupteigenschaften. 
I. FUr jedes t und k von i bis n ist (Eulbr) 



<^i/ +^M* +--+C«,»* =*' 



zufolge der Identität 

*t*+ y2^+ • • + yti* = (c,,i yi + • . + o,^^ yj*-h . . + (c^^ y, + 



^n^u 



Vn? 



'"^ViViK^^^^y 



^n,\ ^n,t) ' 



II. Um die transformirte Function in die gegebene zu Iransformiren, hat 

man (Gaucht) 



yi=v^i'*"^M^»' 



■ ^n,i ^n 



zu substituiren. Denn 

Ci,< a?i + . . + C^^i a?n — yi (Ci,i Ct,i + • • + ^11,1 Cn,i) + • • 

+ y» Ki ^i,n + • • ■*■ C«,f- Cn,«) , 
worin der CoeOScient von y^ den Werth \ hat, wahrend die Goefficienten der 
Übrigen Grossen verschwinden (I). 

III. Das Quadrat der Determinante einer orthogonalen Substitution ist 4 
(Jacobi). Denn nach der Multiplicationsregel (§. 6, 3) ist 



«..a 


••V 


»_ 


Kr 


• • rfi,n 


S» 


••c«.« 




Kr 


• • dn,n 



wo 



<^i,k — \i^i,k'^^2,i<^%k' 



'^n,i<^n,k' 
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Nun ist dij^.= 0, dii^^s I (I), folglich reducirt sich die gesuchte Deteroiioant« auf 
ihr Anfangsglied d^^^ d^^ . . d^^ = ^ (§• 2, 7) . 

IV. Wenn die Determinante der orthogonaJen Substitution durch e, der 
CoeiFicient von c^jf. in e durch y^j^ bezeichnet wird, so ist (Jacom) 

Um diese Identität zu 6nden, multiplicirt man der Reihe nach die Identitäten 



i,i ^i,ft- 



^n>i 



S*-^ 



Ci,Ä Ci,Jfe -♦■•.■+• %k Cfi,* = ^ 



i,n <^uk ' 



^n,n ^n,k 



= 



^^^ yt,i> yi,2r-' yi,n' Durch Summirung erhalt man 



Ci,Ä (^1,1 yf,i ■ 



i,n yt,n) ■ 



■ c,-,Ä {q,i y^,! 



•c,>yi,n) 



Der Goefficient von c^j^ ist e, die Goefficienten der übrigen Grössen c^^j^,.-, c^^i- 
verschwinden (§. 3, 1). 

y. Die Goefficienten der orthogonalen Substitution genügen dem zweiten 
System von Identitäten (Euler) 



c,-,!* +c^,2* +..+c^,n* =^ 



Denn nach (IV) ist 

Dieses Aggregat hat aber den Werth e oder 0, je nachdem i und k gleich oder 
ungleich sind (§. 3, ]). 

VI. Unter den partiellen Determinanten, welche man aus dem System der 
Goefficienten einer orthogonalen Substitution bilden kann, findet folgender Zu- 
sammenhang statt (Jacobi) : 



^OT+i,m+i ■ • ^w+i,» 



Denn nach §. 7, 2 hat man 

yi,i •• Am 



"^n,»! 



= 6 



m,i • • ^m,m 






ym,i • • ym,m 
und nach (IV) mit Rücksicht auf §. 3, 2 



'n,m+i 



.. C, 



Httl 



yi,i 



= €•'> 



^i,l • • ^1,W 



^m,i • • ^iij,m 



Durch Vergleichung dieser Identitäten ergiebt sich die behauptete Identität. 

Noch einige weniger nahe liegende Relationen zwischen den Goefficienten 
einer orthogonalen Substitution haben Euler in der zuerst erwähnten Abband' 
lung und Jagobi Grelle J. 30 p. 46 angegeben. 
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6. Da zwischen den n* Coefficienten einer orthogonalen Substitution n+"^**"'^^ 
Gleichungen (5, 1) bestehen, so lassen sich dieselben als Functionen von ri?^n— 
^—^-^ = ^ ^^ unbestimmten Grössen 

^2.8 • • \n 

^n— i,n 
betrachten. In der That hat Eülbr nicht nur den Weg angezeigt, wie man durch 
^^^ binäre Transformationen die Coefficienten einer orthogonalen Substitution 
als Functionen von **^**^"" unbestimmten Grössen darstellen könne, sondern er 
hat auch in den Fällen n = 3 und n = 4 diese Coefficienten durch die unbestimm- 
len Grössen rational ausgedrückt. Mit Hülfe der Determinanten ist es Caylet 
(1. c.) gelungen, die zur Transformalion einer Function von n Variablen dienen- 
den Coefficienten einer orthogonalen Substitution als rationale Functionen von 
** "" unbestimmten Grössen darzustellen. 

Wenn nämlich diese unbestimmten Grössen wie vorher durch 6- « , . . , 6« 4 « 
bezeichnet werden, wenn man ferner unter den Voraussetzungen 



die Determinante 






bildet und den Coefficienten von'bij^ in B durch ß^ bezeichnet, so hat man 

als allgemeine Formeln für die Coefficienten einer orthogonalen Substitution, de- 
ren Determinante den Werth i hat. Die Coefficienten einer orthogonalen Substi- 
tution von der Determinante —4 erhält man, indem man im System der gefun- 
denen Coefficienten bei einer ungeraden Anzahl paralleler Reihen die Zeichen 
ändert. 

Beweis. Die Grössen o?^, x^,--, x^ können dadurch von den Grössen y^, 
y%}'"i Vn abhängig gemacht werden, dass man zugleich 



Vi =*M^i+ •• -*-^i 



\i 



Zn 



setzt. Durch Auflösung der linearen Systeme 

findet man (§. 9\ 1) 

^^i = ßi,i ^1 + ßz^i a?2 + • . -♦- ßn,i ^n 

^^i^ß^Vi-^ßi^zyt-^ " -^ßi.nVn^ 
Vermöge der Voraussetzungen 6,-^^ 4- b^^ = 0,, 6^ | = w und des zwischen o?,-, y^ 
and den Grössen jSj , z^y-^i z^ angenommenen Zusammenhangs ist aber 

^» + yt = 2^«ij 
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folglich hat man zugleich 
oder abgekürzt 



■ {^(oßi^i-B) y,- + . . + 2 (oßi^„ y„ , 



yi'=C^iX^ + 



■ ''n,« ^n 



"«,» 



Vn- 



Cn,»(Styi- 



•'«,»» 



Vn) 



Aus der Identität 

j/< = ci,.- (Cm yi •♦•••+ ^«.» y«) ■ 

folgen die Identitäten 

wodurch diese rationalen Functionen der unbestimmten Grössen h^.^,.., 6„_,, 
als Goe£Qcienten einer orthogonalen Substitution characterisirt werden (5, 1). 

Die Determinante dieser orthogonalen Substitution werde mit « bezeichnet. 
Dann ist (§. 3, 2} 



/'i,i~"2o) ''».2 '*».» 






/*2,» 2 a» '*«.» 



Ä 



»,» 



Ä 



M— 8^ 



B\n 



= K^) 



Wenn man diese Determinante mit Ba* multiplicirt, so findet man (§. 6, 4) 



sB 



(f)"= 



Ai,i • • V 



'n,i 



worin 



^%n 



— r.hi^'-ihk (§.3,1) 

Durch Substitution dieser Werthe ergiebt sich (§. 3, 2) 



■ßi,n^k,n'^ 



+ ßi,n hn «» 



• • • 



^%n 



-KD". 



folglich £ = 1 . Wenn man endlich die Goefficienten 
oder 

mit entgegengesetzten Zeichen versieht, so wechselt die Determinante der Sub- 
stitution ihr Zeichen (§. 3, 1), während die characteristiscben Gleichungen (5,1. V) 



1,« 



%i 



Ci,< Ci,k + <:t.i Ci,k ■ 



+ c,^<c^j = 



§.15,«. 




oder -Ci.» +Cji,,» +--+%n' =* 
keine Veränderung erleiden. 


Beispiele. FOr n = i findet 


man 
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Die Coefficienten der einzelnen Elemente in B sind 

Daher sind die Coefficienten einer binären orthogonalen Substitution von der 
Determinante \ folgende : 

4 + X« 4 + X« 

Die Determinante hat den Werth —1, wenn die Coefficienten der Substitution 
folgende sind : 



FUrn:ss3 findet man (§. 8, 7) 



4 + A« 4 + X« 

2A 4 -A* 

4+A» "" 4+X«* 



4 y — ^ 



— V 



= i+A*H-^' 



». 



1 X 
Die Coefficienten der einzelnen Elemente in B sind 

Demnach findet man folgende Coefficienten einer temären orthogonalen Substi- 
tution von der Determinante 1 : 

4 ■<- A* - ^* - y* oV + X/u ^— ^ + Ay 

~ B * "Hb— ^ — B 

— y + A^ 4 4- A** - y* - A* o A + ^y 

B B B 

j. IA-¥lv o -il-h|tty 4 + y* - A* - ^* 

* ""B~ * ~B 5 ' , 

wie schon Euler in der zuerst erwähnten Abhandlung p. 401 angegeben hat. 
Diese Coefficienten sind von Rodbigues (Liouv. J. 5 p. 405) aus denselben For- 
meln abgeleitet worden, welche Euler (Nov. Comm. Petrop. 20 p. 247) zur Trans- 
formation eines dreirechtwinkeligen Coordinatensystems aufgestellt hatte. 

Um die Coefficienten einer temären orthogonalen Substitution von der De- 
terminante —4 zu erhalten, braucht man nur im obigen System die Zeichen von 
einer oder drei horizontalen Reihen oder von eben so viel verticalen Reihen zu 
verändern. 
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Für n := 4 findet man (§. 8, 7) 



B = 



CO 


a 


6 


c 


— a 


0) 


h 


—9 


-ft 


-Ä 


CO 


f 


— c 


? 


-f 


CO 



^ (cc,»-!- a»H- 6«+ c*+ /•*+ (7*-h Ä*H- »^) co\ 
(od^^saf-hbg-hch. 



ß^^= (cc^+A^ -+.j« + Ä»)w* /9,j= (a(0'hf&'^bh'hcg)(o 

ß^^ = [^aco-^f^^cg-^bh) co ß^^ = (w* -t-/"^ + 6* + c*) oi» 

/Jgj = (— 6 w— cf—g^-hah) co ß^^ = {-^hm-k-fg^ ah^cd) co 

ß^^=^('-ccD'hbf^ag^h'9')co ßit= {gco-hfh-hbd^—cäjco 

/?^3= [bcO'hgd—cf'hah)co ßu^ (cco-\-hd'^ag'¥bf)(jj 

1^23= [hcü^fg-^c^—a^co ß^^{'-go}-\-hf'^ac-'b9')üj 

^33= (cti^-hj» -hc* -t-a^ )ct/* /J34= [fcü'hgh'had"'bc)u} 

/?43=(— /*£ü-i-5Ä-.6c~a^)w /9^= (ct/^ H-A* 4- a* +&* )ca* 

Bc,, = [w*-^+ /''^-a« + 5*^6* + A*-c^ ] CO* 
5c22= [w^-^+ f^-a^ ^[g^^b'^)^[h^^c^)]a? 
5c83 = [a>^~^2-(/^-a«)+(^*-6*)-(Ä*---c*)] CO* 

u. s. f. Mit Hülfe dieser FormeJn lassen sich ohne Weiteres die Coefficienten 
einer quaternären orthogonalen Substitution von der Determinante \ oder — 1 
aufstellen. 

Gatley^s System dieser Coefficienten in Grelle J. 32 p. 122 enthält zwei Feh- 
ler (in /?24 steht — A/" statt hf^ in Bc^^, BC22," steht \ statt 1—^), welche in 
der neueren Mittheilung Gaylet^s Grelle J. 50 p. 311 nicht vorkommen. Dagegen 
ist an dem zuletzt erwähnten Orte p. 312 Z. 5 v. 0. der Druckfehler +dy' in 
— 3y' zu verbessern. Die von Gayley gefundenen Coefficienten einer qualer- 
nären orthogonalen Substitution kommen in anderer Form bei Eüler (Nov. Gomm. 
Petrop. 15 p. 102) vor, der sie )>nulla certa methodo, sed potius quasi divinando« 
erhalten hatte. Euler fügt hinzu: »si quis viam directam ad hanc solutioDem 
manuducentem mvestigaverit, insignia certe subsidia analysi attulisse erii cen- 
sendus. « Es ist Gayley nicht entgangen, wie sich aus den von ihm aufgestellten 
Coefficienten die EuLEa'sche Lösung ableiten lasse (vergl. Grelle J. öO p. 312). 
Setzt man im obigen System 

und ändert die Zeichen der letzten Horizontalreihe, wodurch die Determinante 
der orthogonalen Substitution den Werth —1 annimmt, so erhält man Eclsb's 
System ohne irgend eine Abweichung. Denn das zweite Element der zweiten 
Horizontalreihe enthält bei Euler nur durch einen Druckfehler --ds statt -hds. 

7. Die binäre und temäre orthogonale Substitution ist in der Geometrie 
gleichbedeutend mit der Transformation der orthogonalen Punktcoordinaten. Um 
von dem orthogonalen System x, y zu dem orthogonalen System x\ y' Über- 
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zugehen, unter der Voraussetzung, dass Xj y, x\ y Richtungen einer Ebene 
sind, hat man die lineare Substitution zu machen, deren GoefBcienten 

cos xx' cos xy' 
cosyx' cos yy' 

sind. Wenn die Winkel von gleichen Zeichen durch Drehungen von einerlei Sinn 
beschrieben werden, mithin xy + ya^^sO ist, so hat man 

xy'srxx'-hx'y'f yx'ssyx-k-xx', yy'^yx-^xx'^x'y'. 

Sind nun die Winkel xy und x'y' beide =90®, so ist 

cos xy'^ —sin xx\ cos yx's= sin xx', cos yy'= cos xx'. 
Wenn dagegen xy == 90® und x'y'= — 90® ist, so ist 

cos ajy'=:sin acaj', cosycc'assina^a;', cos yy'=— cos aco?'. 

Daher hat man, wie bekannt, beim Uebergange zu einem System desselben Sin- 
nes die lineare Substitution 

cos (Ter' — sin a;a?' 

sin irar' cosaja?' 

von der Determinante 4 zu machen ; beim Uebergange zu einem System ent- 
gegengesetzten Sinnes ist die erforderliche Substitution 

cosica?' sin cca?' 
sin xx' - — cos a;a?' 
von der Determinante —1. 

Dies stimmt damit Uberein, dass für beliebige Richtungen einer Ebene x, y, 
x\y' nach einem bekannten goniometrischen Theorem (s. unten §. 47, 1) 

cos xx' cos ccy' I =: sin xy sin x'y', 
cos yx' cos yy'l 

folglich ist diese Determinante positiv oder negativ, je nachdem sin xy und 
sin x'y' einerlei Zeichen haben oder nicht. 

Umgekehrt schliesst man aus den Gleichungen 

cos*a;a5'-hcos*apy'a=4, cos a;a?' cos ya?'-h cos xy' cosyy'==0, 
cos* yoj'H- cos* yy'sB 4 , 

dass sin^xy und sin^x'y' den Werth \ haben. Denn nach der HuhipKcations- 
regel(§. 6,4) ist 









sin*xy 


sin' 


x'y'^ 


\qosxx' 


cosxy' * 














• 






|cos yx' 


cos yy' 








oos> 


XX 




-l-cos* 


xy 




cos yx' 


cosa?a?'-i-cos 


xy' 


cos 


yy' 


oos 


xx' 


cos 


yx'H- cos 


xy 


cosyy' 


cos^yx' 


-l-cos' 


yy 







Um die angegebenen Substitutionen zu rationalisiren , braucht man nur 
cos xx'ss cos ^-(4 — tanj^ ^^ j u. s. w. zu benutzen und die Coefficienten der 
Substitution durch tang ^ ausdrucken. Vergl. (6) Beispiel 4 . 

8. Um von dem or^ogonalen Coordinatensystem x, y, % zu dem ortho- 
gonalen System x'^ y', x Ubenugehen, hat man bekanntlich die lineare Sub- 
stitution 

Btliaer, Detera. % 42 
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cosj?ir' cosxy' cqsxz* 
cosyx' cos yy' cos yz' 
cos zx^ cos sy' cos zz' 

zu machen, deren Coefficienten den Gleichungen (5, I) genügen müssen, mithin 
Functionen von 3 unbestimmten Grössen sind. Bezeichnet den gemeinschaft- 
lichen Anfang der Coordinaten und wird die Kugel, deren Cenlruni und deren 
Radius die Längeneinheit ist, von den Richtungen der positiven Coordinaten in 
X, y, Z, X\ Y\ Z' geschnitten, so sind die Coordinatensysteme desselben oder ent- 
gegengesetzten Sinnes, je nachdem die sphärischen Dreiecke X YZ und X' Y' l\ 
oder die Tetraeder OXYZ und OX' F'Z' desselben oder entgegengesetzten Sin- 
nes sind. 

I. Bei zwei sphärischen Figuren, wenn sie gleich und ahnlich und dessel- 
ben Sinnes sind, giebt es einen sich selbst entsprechenden Punkt S von solcher 

Lage, dass ^ , , 

^ ^X^SX\ SY^SY\ SZ«5Z', 

Winkel XSY^X'SY\ YSZ=Y'SZ\ XSZ^X'SZ\ 
XSX'^YSY'^ZSZ'*). 
Nach einem elementaren Satze der sphärischen Trigonometrie hat man d<iher, 
wenn OS durch s und der Winkel XSX' durch q> bezeichnet wird, 

cosxx'=^ cos^sx -H siö*sa7Cos q> = cos^sx {\ —cos (p) -H cos q> 
cos yy'^sicos^sy -t-sin^sy cosg? = cos*5y (4— cosy) -Hcosgp 
cos zz'= cos^ sz H-sin*sz cos qp = cos*äj5 (1 — cosy) -h cosg). 

Wenn man ferner die gleichen Winkel XS Y und X'S Y' durch ^ bezeichnet, so 
hat man nach demselben Satze der Trigonometrie 
cos xy'= cos sx cos 5y '-♦- sin sx sin sy' cds (yH-^) 

= cos sx cos sy +sin ^a? sin sy cos^cos^— sin^.Tsin^j^ sin ^ sin i^. 
Da aber 

cos a?y3=cos sx cos 5y-Hsin sx sin sy cos^ = 0, 

sin sx sin sy sin ^ = 6 OX YS = sin xy cos ss = cos s», 
so erhält man 

CO« a;j/'= cos sx cos sy (1 — cos q>) — cos sz sin q) . 

Aus dem Werthe von cos xy' findet man ooayx\ weil Winkel FÄA'ss }\S.\ 
-h XSA'= — y H-^ ist, durch Vertauscbung von g> mit — y 

cos ycc'sscos sx cos 5^ (I — cos 9)) +GOS 5z sin^). 



Ebenso ist 



cos ya'sxcos «^"cos «a (1 — cosy) — cossa: sin 9) 
COS jsy '= cos sy cos ää (1 — cos y) -1- cos so? siif gp 

coßjs.'i^'scos sz ccis sx {\ •— cosq>) -^ eoA sy sinq> 
coso; s'ä cos s& cos sx (I — cos qo) -1- cos sy sin 5p **), 



*) Yergl. des Verf. Abhandlung über die Gleichheit und Aehnlichkeit il s. w. Dresden 
4852, §. 34 u. 52, wo unter den Cltaten Eulea de centro similitadinis (Nova Acta Petrop. 9 
p. 454) nachzutragen ist. 

**) Dies sind>die TonEuLERNov. Comm. Petrop. 20 p. 21 "L gefundenen Formeki, welche 
Jacobi Grelle J. 2 p. 4 88 in Brinnerung gebracht b«t mil der Aufrordening, datselbes einfacher 
abzuleiten. 
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wo von den verfügbaren Grössen sx, sy, sx, q) die ersieren durch die Gleichung 

cos^ sx -^ cos^ $y -h cos^ s z ä 4 
unter einander yerbunden sind. 

Um diese Substitutionscoefficienten zu rationalisiren, führt man ^q) ein und 

erhält 

cosa:a?'s=cos^T^y-H2cos*5CD sin^+y — sin^l^g) 

cos ccy'=s2cos sx cos sy sin'^^y — 2cos sz sin itjp cos \q> 

u. s. f. Setzt man 

cos sx lang ■ig) = Xf cossy \aug^g>=s^j cos^js tang ^jp = v, 
milhin 

tangH9 = ^* + At* + i^, ^jP^==4H-A^ + /t» + i'*, 

so erhalt man das obige System rationaler Coefficienten einer temären orthogo- 
nalen Substitution (6). 

H. Bei zwei sphärischen Figuren, wenn sie gleich und ähnlich und ent- 
gegengesetzten Sinnes sind , giebt es einen sich selbst entsprechenden Haupt- 
kreis, dessen Pol S seinem Gegenpunkt entspricht, so dass 

S-Y^-SX'=480^ S F+SF'«= 4 80^ SZ + SZ'= 4 80^ 
Winkel XSY^rSY\ YSZ^ Y'SZ' XSZ=X'SZ\ 

XSX':^YSY':^ZSZ\ 

Unter Annahme der vorigen Bezeichnungen hat man 

005X0?'= — cos*Ä£c-t-sin^5iE cos5p= — cos^ÄO? (4 + cos y) 4- cos y 
cos a?y '= — cos sx cos sy + sin sx sin sy cos (q> -♦- ^) 
= — cos- «o; cos sy (4 -4- cos y) — cos sz sin q> 

u. s. w. Diese Formeln unterscheiden sich von den im vorigen Falle gefundenen 
nur durch die Zeichen, nachdem q> mit 480®— y vertauscht worden ist. Der 
Winkel 480*— y ist aber derjenige, welchen das System x\ y', z' um die Axe s 
beschreiben muss, damit X' Y'Z' mit der Gegenfigur von X YZ zusammenfalle. 

III. Naöh T. STikUi)T*8 Theorem (s. unten §. 47, 6) ist fUr beliebige Winkel 
und Lagen der coordinirten Axen 

cosa:>a7' cosxy' cosxz' = 36 OXVZ.O.Y'F'Z'. 
cos yx' cos yy' cos yz^ 
cos zx' cosjzy' cos zz' 

Folglich ist die Determinante positiv oder negativ, je nachdem diese Tetraeder 
oder die von den Axen gebildeten Ecken desselben oder entgegengesetzten Sin- 
nes sind. Bei einem orthogonalen System beträgt aber das zugehörige Tetraeder 
^ Cubikeinheit, daher ist die Determinante der orthogonalen Substitution 4 oder 
— f , je nachdem das neue System mit dem alten desselben oder entgegengesetz- 
ten Sinnes ist*). 



*) Auf diesen Unterschied der Sabstitutionsdeterminanten bat Jacobi Grelle J. 45 p. 309 
aufmerksam gemacht. Yergl. MöBfVs Statik g. 4S7, MAGNua anal.Geom. des Raumes g. 4 3. 

42* 
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IV. Umgekehrt schliesst man aus den Gleichungen 
cos*a?x'+cos*ajy'-i-cos*a;j5'= 1 
cos*ya;'-t-cos* yy'n-cos' yz'^si 
cos* äo^'h- cos* »y'+cos* 33'= 1 

cosoja?' cos yx'^^cosxy cos yy'+cos xz' cosyz'=0 
cosccaj'cos zx'-hcosxy' cos jsy'-t- cos xz' cos ää'ä 
cos yx' cos äcc'+cos yy' cos ^y'-t- cos ya' cos ««'=0, 

dass die Systeme x, y, ä und x\y\ a' orthogonal sind *). Denn 



(36 oxrz.ox'F'z')*= 



•11 "12 "i8 



^1 a$; 



worin nach der Regel für die MultiplicatiQn der Determinanten (§. 6, 4) 

o^^=Bcosa:a?' cosojcc'+cosiry' cos a;y '4- cos ccjs' cosa^js'ssl 

Ojj=cosa?x' cos ya;'+ cosa^y' cos yy '4- cos a;«' cos ya'sO 

u. s. w.y so dass 



arnj 


= 


\ 


Ol» 




4 


««. 




\ 



= 4. 



^81 «82 

Nun ist 6 OX YZ=: sin a?y sin xz sin (iry "* jra) u. s. w. Das Product der Sinus 
wird aber nur dann 1 , wenn die Winkel rechte sind. 

9. Wenn c^iy) c^n die CoefBcienten einer orthogonalen Substitution be- 
deuten, deren Determinante e d.i. entweder 4 oder —1 ist, wenn 



/•w = 



C,,i + « C,^2 



%i 



"^2,% 



^2,n 



so ist die Gleichung f{z)s=:0 reciprok und hat mit Ausnahme der Wurzel — e, 
welche bei ungeradem n vorhanden ist, keine reellen Wurzeln **). 

Beweis. Die Entwickelung der Determinante f{z) nach steigenden Potenzen 
von z (§. 4, 4] giebt vermöge der in (5, VI) bewiesenen Eigenschaft der zu f{0] 
gehörigen partiellen Determinanten ohne Weiteres zu erkennen, dass die Coeifi- 
cienten von z^, 3*, js*,.. von den Coeflacienten von a*, js"""*, js**""*,.. sich nur 
durch den Factor e unterscheiden^ dass also 

was sich durch Multiplication der Determinanten e und f(z) bestätigen lasst. 
Demnach ist /"(—«) = {—^)^ fi"""* /*(—«)) also muss /"(—«) identisch verschwin- 
den, wenn n eine ungerade Zahl ist. Um über die Realität der übrigen Wurzeln 
der Gleichung f(z)^iO Aufschluss zu erhalten, bilde man das Product der Deter- 
minanten (§. 6, 4) 



*) Dedbkind Grelle J. 50 p. 272. 



*) Bmoschi Lioav. J. 49 p. S53. 
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f{z)f{^Z): 



sd 



^1,1-^* «^1,2 



ad,. 



%t 



^2-a*" «^,1 



«4 



worin 



di,,— «* = c<,i 



n,! 



'»,1 



zd^ 



n,2 



dn,n-^* 



'(CM + «)(Ci,i — «)■ 



• Hn %n 



folglich d^^ = \ (5, I) und 

folglich d^j^ = Cjfc j- — c^ jfc , so dass d,- j^ -♦- <fifc,i = 0. Daher ist (§. 8, 7) 



m f(-%) 



Ä d,o 



^1,« 



%i 



%i 



7-«-- ^,»1 



^n,2 



— z 



=(i_,)V(i-.).-2x,.*, 



worin die a. a. O. näher beschriebenen CoefiBcienten der Potenzen von z 

% 

positiv sind. Wenn nun z reell ist, so ist für gerade oder ungerade n 

ü^dt^ oder t4M 
positiv, folglich f(z) von Null verschieden. 

40. Eine gegebene ganze homogene Function zweiten Grades von n Yana* 

blen £C| , ^ r M ^n 

^ = ^ fl^ jfc a?,. xj, , worin a^^^^ = a^^^ , 

kann nach Auflösung einer Gleichung n*"^ Grades durch eine bestimmte orthogo- 
nale Substitution in eine ganze homogene Function von n Variablen transforrairt 
werden, welche nur die Quadrate der neuen Variablen enthält^). 

Beweis. Durch die ^^^"^ Bedingungen, dass die Producte von je zwei un- 
ter den Variablen der transformirten Function verschwinden sollen, ist die zur 
Transformation dienende orthogonale Substitution bestimmt (6). Bei der ortho- 
gonalen Substitution 

ist aber (5, 11) 

Wenn nun durch dieselbe 

.J«a^«^Ä=ffiy2'+ff2y2^+ •• -^gnVn 

wird, so muss für alle Werthe von a?,, ajg»"» ^n 



^aa^i^Jk = ffi (^1,1 ^r 



•c„,|aJn)*- 



werden, also 



Of,jfe = 9x c.,1 oj^i + 92 %t %% ' 



'9n (Ci,n«^i + 
■I" 9n ^i^n ^k,n • 



<^n,n^n) 



*) Gaücht Exerc. de MaUi. 4 p. UO. Jacobi Grelle J. 4S p. 4 . Lbbesgüb Llouv. J. 2 p. 857. 
Auf diesem Satze beraht aDsIytisch die Existenz der orthogonalen Hauptaxen bei Linien und 
Pläcben zweiten Grades, deren Centram in endlicher Feme liegt. 
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NachdeiD man die GleichungeD 



1,1 — ffi ^1,1 ^1,1 "*" 



«i,n = Si C,-,t Cn,i' 



■ 9n <^i,n ^i,n 
- 9n %n ^n,n 



der Reihe nach mit c^j^, Ct,ki"i ^n,k muliiplicirt hat, findet man durch Addition 
nach (5, I) 



't,i ^a- 



'^n^k^Qk^ik- 



Aus dem linearen System 

Ca (\i—9k)'*'<^2,k\2 

^Xk «2,1 + ^2,k i%z—9k) 

folgt endlich (§. 9, 3 und §. 7, 5) 



• ^n,k «1,« 



= 



Cn,k Kn— 9/t) = Ö 



^2,1 



02,2-fl^Ä •• «: 



*i,n 
2,n 



^n,2 



an,n— »* 



0, 



= y9i(9k) ' /yS • yvzi9k) ' 

wo f),- (z) den Coefficientcn von a^ ,• ^z in der Determinante 



A») = 



*l,i 



•z a 



1,2 
«2,2—« 



»2,n 



«n,«-' 



^n,i '*n,2 

bedeutet. Weil aber 

ist, so hat man zur Bestimmung der CoefGcienten der erforderlichen orthogona- 
len Substitution 

^i,k ' C2,k • • • • <^n,k • < 

= VvTigk) ' VIM) : • • • y9n(9k) ' K9i(j*) + " + yn(ffJk)- 

Die Grössen Jt 7 ff2 > • • > &n sind die Wurzeln der Gleichung n**' Grades /"(jf) =0. 
Keine derselben kann verschwinden. Denn f{0) ist die (von Hesse sogenannte) 
Determinante der quadratischen Function V und die Identität /*(0)=0 würde 
anzeigen , dass V in Wahrheit eine Function von weniger als n Variablen wäre 
(§.13,3). 

Keine Wurzel der Gleichung f(z)'=0 kann imaginär oder complex sein. Zu- 
folge der obigen Proportionen und der Gleichung 



CmC,^ä+ V^2,&" 



■ St \k = 



ist nämlich für jedes Paar Wurzeln j,- und j^ 



Wäre nun gi^p-hq /— 1 und }/ y^ (y^ ) = P^ + Q^ /— 1, so gäbe es eine an- 
dere Wurzel gj^ « p^q Y^\ , folglich Y (prigi^ = ^r-^Qr /""^ • Daher wäre 
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und die Summe solcher Producte kttnnle nicht verschwinden, ohne dass tp^ {g^) 
für r s i j2,.., n verschwände. Nun ist 9^ (z) eine Function (n— 4)**" Grades von 
derselben Art als f{z) und kann daher fUr j3=s^| nur dann verschwinden, wenn 
Functionen niederer Grade derselben Art verschwinden, was für Functionen 
ersten Grades unmöglich ist. 

In dem Falle, dass zwei oder mehr Wurzeln der Gleichung /(jz)ssO einander 
gleich werden, ist die verlangte Transformation der Function V nicht vollkom- 
men beslimmt, weil zwei oder mehr parallele Reihen von Substitutionscoefficien- 
ten die Werthe -J* erhalten. Wenn nämlich gj^ eine zweifache Wurzel der Glei- 
chung f{s)ssO ist, so hat man vermöge der vorbemerkten Gleichung 

in Uebereinstimmung mit der nach §. 3, 10 zu entwickelnden Bedingung f\gi^)s=0 
(§. 42, 10). Die Grössen rpiigjc)^ ^Pzigk)}" sind von einerlei Zeichen, weil das 
Product von je zweien unt6r ihnen ein positives Quadrat ist (§. 7, 5). Also kann 
ihre Summe nur dann verschwinden, wenn jede einzeln verschwindet. In den 
für C| j^, Cj^;^,.., Cf^j^ gefundenen Brüchen verschwinden demnach sowohl die Z^h-* 
1er, als die Nenner. 

Anmerkung. Durch die obige Transformation der Function F erkennt man 
die Maxima und Minima, welche die gegebene Function hat, wenn die Variablen 
an die Bedingung x^^-hx^^-h .. -naj^^ssi gebunden sind. Weil hierbei y^-^y^ 
+ • • + yn* = ^ wird, so ist 

y^9xy,^^92yz-^ " -^gnVn 

Hieraus erhellt, dass V nicht grösser (kleiner) als g^ werden kann, wenn j^ die 
grösste (kleinste) unter den Grössen j^ , ^2,.., ^r^ bedeutet. Die Function V 
erreicht diesen ausgezeichneten Werth, wenn y^= 0, y^= 0,.., y^ss 1,.., y^= 0, 
d. h. wenn 

Bei directer Behandlung dieses Problems hat man die Bedingungen 

zu erfüllen, wobei 

bv 

folglich ' 

ÖM^i + ^2^2+ • '^%n^n = f^^i' 
Diese Gleichung stimmt mit der oben gefundenen 

%i <^uk + «ü %k + • • + ö^n ^n,k = 9k Ci,fc 
überein, wenn die Unbekannte fi durch g^ und die Unbekannten x^, ^zi-, 00^ 
durch c^ jt> ^2,Ä>-M ^%k ersetzt werden. 

44. Die durch die Realität ihrer Wurzeln ausgezeichnete Gleichung f{z)=zO 
(4 0) kommt bei mehreren Untersuchungen vor, namentlich bei der Bestimmung 
der Hauptazen von Linien und Flächen zweiten Grades, bei der Bestimmung der 
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mecbanischen Hauptaxen eines gegebenen Körpers, bei der Bestimmung der 
sacularen Störungen von Planeten (Laplacb M^m. de rAcad. de Paris 477S, li 
p. 293 u. 362). Fttr eine solche Gleichung dritten Grades hat Lagrangb (M^m. 
de l'Acad. de Berlin 4773 p. 408) die Realität ihrer Wurzeln bewiesen, für eine 
Gleichung derselben Art beliebigen Grades hat Caucht (l. c.) dasselbe geleistet. 
Auf einem neuen und directen Wege ist von Kumiibr (Grelle J. 26 p. 268. Vergl. 
Jagobi Grelle J. 30 p. 46) bei Gleichungen dritten Grades der erwähnten Art, 
von BoRCHAaDT (Liouv. J. 42 p. 50) bei Gleichungen beliebigen Grades derselben 
Art die Realität ihrer Wurzeln nachgewiesen werden. Einen nicht minder direc- 
ten Beweis der mehr erwähnten Eigenschaft hat Sylybstbb (Philos. Mag. 4852, II 
p. 438) geführt, wie folgt*). 

Wenn a^j^ = aj^^i und 



so ist 



M = 



f{z)f{^z)^ 






'n,i 



*t,2 



"»,2 






On,n-^ 



l' 1. ** 2 1. ' 



V. 



''2,2 



"11,2 






worin nach der Regel fllr die Multiplication der Determinanten (§. 6,*4) 



mithin 



(a^~z)[a^'^z) 



-M ^M 



%n %n 



b^ 



\n «M» 



Die Determinante f(z) f{—z), nach §. 4,4 entwickelt, giebt 
worin jede der Grössen Am z. B. 



'm^i 



^fl»,!» 



nach §. 6, 2 eine Summe von Quadraten ist. Daher ist AI?/— 4) /*(— 91/— 4) 
für jeden Werth q positiv, also 9/— 4 keine Wurzel der Gleichung f(z)^0. 

Wenn man ferner z=sp~^z' setzt und f(z) in F(j5') verwandelt, so ist aus 
den vorigen Gründen 9/— 4 keine Wurzel der Gleichung F(jj')=0, folgiioh 
p-f-9/— 4 keine Wurzel der Gleichung /*(»)=0. Die Gleichung jf(»)«=0 hat also 
nur reelle Wurzeln. 



*) Zur Literatur des vorli^endeD Problems gehören noch die Noten von Stlvestbr (Pbi- 
los. Mag. 4853, II p. S44) und von Hbbmitb (Comptes rendus 4865 tome 44 p. 484). 
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§. 1 6. Die Dreiecksflache and das Tetraedervolum. 

I. Wenn den Anfang beliebiger coordinirier Axen bedeutet, wenn x, y 
und 0?!, y^ die den Axen parallelen Coordinaten der Punkte A und J? sind und 
die Strecken OA, OB durch r, r^ bezeichnet werden, wenn ferner die Dreiecks- 
fläche GAB positiv oder negativ genommen wird, je nachdem die durch die Ord- 
nung der Punkte 0, Aj B bestimmte Drehung mit der Drehung, wodurch posi- 
tive Winkel beschrieben werden, von einerlei Sinn ist oder nicht, so ist 
2 Oi4 Ä = rr^ sin rr^ = |a5 y\ sin xy *). 



1^ y\ 
Fi yil 



Beweis.^ Es ergiebt sich unmittelbar aus der Über das Zeichen der Dreiecks- 
däche gemachten Voraussetzung, dass rr^ sin rr^ auch dem Zeichen nach mit 
"iOAB Übereinstimmt. Man hat aber (§. 3, 2) 



r*r-*sin*rr. ^r^r, 



cos rr. 



cos rr^ X'ssu'^ 

\ rr. cos rr. 



rr^ cos rr^ 



Nun ergiebt sich durch orthogonale Projection 

r cosxr =07 +y Gosxy 

r cosyr =cc cosccy + y 
r =0? cos a;r + y cosyr 

r^ cos r r^ = ccj cos ccr •+• y^ cos y r . 

Nach der Multiplicationsregel (§. 6, 1) ist die Determinante 



(a?+y cosacy)+y [x cos xy-hy) x {x^-hyi cosxy)+y {x^ cos xy-hy^) 
1^1 (^+y cos£cy)+y, {x cos xy-hy) äc^ [x^-hy^ cosccy)+yj {x^ cosxy-hy^) 



K 



X y 
^1 Vi 


X +y cos xy x cos xy-^y 
^i + yi cos xy ccj cos ajy -h y^ 


X y 


X y 
^i yi 


4 cos ccy 
cos a?y 1 


• 



Daher findet man, wenn e entweder \ oder — I ist, 

rr^ sin rr^ sss\x y \s\nxy. 

Fl yil 

Wenn y und a?^ verschwinden, so geht r in cc, r^ in y^ über. Demnach ist fi=1 . 
Anmerkung. Wenn der Punkt B dem Punkte A unendlich nahe liegt, so ist 

x^^ x-hdx 

yi = y +dy. 

Indem man den Winkel xr durch d- bezeichnet, erhält man 

2 0iÄ = r*d*=|a? y lsina;y = |a? y \sin xy 

{x-^dx y-f-dy| \dx dy\ 

durch Anwendung von §• 3, 4. 



*] Diese Formel kommt wahrscheinlich schon früher vor als bei Monge J. de l'dc. polyU 
Cah. 4 5 p. 68. Sie liegt der Formel für die Fläche eines Polygons zu Grunde, welche Gauss in 
den Zusätzen zu Schuiiacher's Uebersetzung von Carnot gäom. de position gegeben hat. Eine 
genaue geomelrische Ableitung derselben findet man in Möbius Statik §. 15. 

Bai «er, Determ. \ 3 
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2. Unter dem Sinus des von 3 Richtungen x, y, z gebildeten 
Raum winkels (angulus solidus, dreikantige Ecke, Triäder) versieht man nach 
V. Staubt (Grelle J. 24 p. 252) den Factor, mit welchem das Product der an 
einer Eckendes Parallelepipeds liegenden Kanten multiplicirt werden muss, da- 
mit man das Volum des Parallelepipeds erhalt. Bezeichnet man diesen Factor 
durch sin xyz^ so ist wie bekannt 

sin ccyjjsssin xy sin xy''z = sin xy sin xz sin xy^xzy 

wobei xy^z und xy^'xz die Winkel der Ebene xy mit der Richtung * und der 
Ebene xz bedeuten. Nach Analogie der Gleichung 



sin*a;y: 



6ndei man 



\ cos xy\ 

QQS xy \ I 



sm'a?yzsr 



cos xy 
cosxz 



cos xy coscc 
\ cos y 

cos yz \ 



\ 



^ \ — cos'acy — cos^xz — cos^y a + 2 cos xy cos xz cos yz 

__ . . xy-¥x%-¥yx -^xy-^xz-i-yx . xy—xs-t-ys . xy-^xs—ys 



folgt 



Beweis. Aus der Gleichung 

sin xy sin xz cos xy^xzsscos ya — cos xy cos xz 



sin^o^yjz = H — cos*a;y 

|cos yj5— cos xy cos xz 



\ 

cosxy 
cosxz 



cosa^y— cos xy 
4 — Cos*a?y 

cos yj3— cos xy cosxz 



cosyjj— cos xycosxz\ 
i — cos*a?Ä I 

coscciK— cos xz 

cos y«— cos xy cos xz 



i 

cos xy 
cos xz 



cosxy 
cos yz 



1 

cosxz 
cos yz 

1 



— cos'acjj 



durch Anwendung von §. 2, 6 und §. 3, 4. Diese Determinante nach §. 5, 3 ent- 
wickelt giebt die von Euler (Nov. Gomm. Petrop. 4 p. 458] herrührende Formel, 
welche sich auf bekannte Weise in ein Product verwandeln ISsst (LBCiBNDaB El^m. 
de g6om, Note V). 

3. Wenn mehrere Tetraeder und deren Raumwinkel in Betrachtung gezo- 
gen werden, so ist zu unterscheiden, ob dieselben einerlei Sinnes sind oder 
nicht. Weil durch parallele Verschiebung der Sinn der Raumgrdssen nicht vor- 
nndert wird, so braucht man nur Raumwinkel zu vergleichen, deren Kanten 
X, y, z und r, r^ , r^ von einem Punkt ausgehen. Werden die Richtungen die- 
ser Kanten (nicht die entgegengesetzten) von der Kugel, deren Centrum und 
deren Radius die Längeneinheit ist, in X^ F, Z, f), R^ , R^ geschnitten, so sind die 
Raumwinkel xyz und r r^r^, sowie die Tetraeder OXYZ und RR^R^, einer- 
lei Sinnes oder nicht, je nachdem die sphärischen Dreiecke X YZ und R R^ R^ von 
aus betrachtet einerlei Sinnes sind oder nicht. Im ersten Falle haben sin xy^ 
=s sin xy sin xy^'z und sin rr^ r^ s sin rr^ sin rr^ ^r, einerlei Zeichen, weil bei 
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Raamwinkeln von einerlei Sinn sin xy^z und sin rr^^r^ von einerlei Zeichen 
sein müssen oder nicht, je nachdem sin xy und sin rr^ von einerlei Zeichen sind 
oder nicht; im zweiten Falle haben diese Grössen entgegengesetzte Zeichen. 

4. Wenn den Anfang beliebiger coordinirter Äxen bedeutet, w enn x^y^z; 
^1 9 Vn ^1 > ^tf 9t y ^ ^'^ Coordinaten der Punkte i4, J?, C bedeuten und die 
Strecken OA^ OB, OC durch r, r^, r, bezeichnet werden, wenn endlich das 
Tetraedervolum OABC positiv oder negativ genommen wird, je nachdem 
sin rr^?*2 positiv oder negativ genommen wird, so ist 



6 OÄBCssrr^r^ sin rr^r^^ 



Beweis. Nach (2) Ist 



X 


y 


z 


X, 


Vi 


»1 


a^ y» 


^» 



sinxyz *). 



= r«r*i 



srnTr^r^ssr*! 



i 

cos rr. 



cos rr| cos rr2 
4 cos r. r. 



cos rrj cos r^Tj 1 



rr r r^ cos rr, r r, cos rr^ . 

rr^ cos r r^ r, r^ r, r, cos r^ r, 

rr, cos rrj r^r^ cos r^r2 r^r^ 

Durch orthogonale Projection ergiebt sich aber 

r cosojr =»0? -hy cosiry-+-3 cosojjjäX 

r cos yr sas a? cosa?y + y -Ha cosys» K 

r cos zr =s X cosxz-h y cos yz -i-z =Z 

r = a? cos acr+y cosyr + js cos jsr 

r,cos rr^ssz x^cosxr-hy^cos yr-hz^cos zr 

u. 8. w. Wenn nun J^ , K^ , Zj in Bezug auf x^^y^, z^, X^, K, , Z, in Bezug auf 
^> ^2) ^t die analoge Bedeutung haben, so ist 

rr^xX-^yY-hzZ 

rr^ cos rr^^ x^X -h y^Y H- z^Z 

=.x X,^y r,+ z Z, 

u. s. w. Durch Anwendung von §. 6, 1 erhalt man demnach statt der obigen De- 
terminante das Prodact 



I 



\x y x\ 

yi «I 



X T Z 


s 


a: y » 


X y z 


X, r. z, 




«1 Vi 2. 


a^i yi >f 


Jf, y* Zt 




ac, y» 2» 


ac^y, a. 



4 cosa;y cosa;ji 

eos xy 4 cos yz 

cos o; J3 cos yz 1 



Daher ist, wenn e entweder 1 oder —1 bedeutet, 



rr^rj^siorr^r,: 



;«[(r y z 
^x Vt ^i 
K Vi H 



sino^yj. 



Wenn unter den Coordinaten der in Betracht gezogenen Punkte nur x, y^, z^ von 
Null verschieden sind, während die übrigen verschwinden, so föllt r mit a?, r^ 



*) LA«iAim »«r les pyr. 44 (M^m. de l'acad. de BcrHn Mit p. 44»). Moiigk I. c. Möiiws 
SlaUk 8- 68. 

13* 
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mit yi r^ mit z zusammen und von der Determinante bleibt nur das Anfangsglied 
Obrig (§. 2, 7). Demnach ist « = 4 . 

Anmerkung. Vermöge der Sätze (1) und (4) können die einfachsten der 
in §. 3, 11 aufgestellten Identitäten geonietrisch gedeutet werden. 

6. Wenn die Punkte A,B, C in Bezug auf zwei Axen der Ebene i4l?C durch 
die Coordinaten x, y; x^j y^ ; x^ , y, gegeben sind, so ist 



iABC= i X y 

4 ^1 Vi 



sina?y *). 



< ^2 Vi 

Beweii. In Bezug auf ein durch den Anfang A gelegtes System von Axen, 
welche mit gegebenen Axen einerlei Richtung haben, sind a7|— a:, yj— y; x^^x^ 
y^—y die Coordinaten von B und C, daher ist (i) 

2i4BC = Ia?4— 05 yi— y sin a?y. 
Fe— ^ Vz—y 
Durch Anwendung von §. 2, 5 und §. 3, 4 erhält man statt dieser Determinante 

1 X —CD y — y 
\ x^—x y^--y 

1 072— CD Vl—y 

Anmerkung. So oft man in der Formel ABC zwei Buchstaben permu- 

* tirt, so vielmal wechselt die Dreiecksfläcbe das Zeichen. In der That erleidet die 

Determinante der Coordinaten durch Permutalion von zwei horizontalen Reihen 

einen Zeichenwechsel (§.2,4). Durch Entwickelung der Determinante erbäU 

man die bekannte Identität ABC^OBC^OCA-k-OAB, 

Als Bedingung dafür, dass A auf der Geraden B C liegt, d. h. als Gleichung 
der Geraden durch B und C ergiebt sich, weil AB = 0, 



SS 


i X y 




* aJi Vi 




< a;, y. 



< X y 

< ^i Vi 
^ ^2 Vt 



= 0. 



6. Wenn die Punkte i4, B, C, D in Bezug auf drei Axen durch die Coordina- 
ten o?, y, a; a?,, y,, z^\ x^, y^, z^] o?,, y», ä, gegeben sind, so ist 



6i4J9CD = 



1 X 



y « 



sin xyz **). 



1 x^ y^ z^ 

^ ^2 yz H 
^ ^z yz H 

Beweia. Legt man durch A ein System von Axen, welche mit den gegebe- 
nen Axen einerlei Richtung haben, so sind in Bezug auf dieselben x^—Xj y^—y^ 
z^-^z] x^'-x, yz—yj H^^\ ^- s. w. die Coordinaten von B^ C, Z), daher ist (4) 
6iJ?CZ>=i 



Xt—x y^^-y js,— j2 
x^—x y^—y z^—z 

^8—^ ya— y «g— ^ 



sm xyz. 



♦) Diese bekannte Formel kommt in dieser Gestalt bei Joacbihstbal Grelle J. 40 p. 23 vor. 

•*) JOACHIMSTUAL l C. 
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Durch Anwendung von §. 2, 5 und §. 3, 4 erhält man für die mit sin xy% mul- 
tipiicirte Determinante 

X — a? y — y z — jz =r i x 

x^-'X y^-^y z^'-z i x^ 

^2-^ Vt-y H—^ < ^2 

^8-^ Vz—y H—^ ^ ^8 .- 
A n m e r k u n g. So oft man in der Formel ABGDz^^x Buchstaben permu- 
tirt, so vielraal wechselt das Tetraedervolum zugleich mit der dafür gefundenen 
Determinante das Zeichen. 

Die Bedingung dafür, dass A auf der Ebene BCD liegt, mithin die Gleichung 
der Ebene BCD ist i4ÄCZ)=r 0, d. h. 



y « 

yx ^1 

y% ^3 

y% ^x 



oder entwickelt 



X^ y^ z^ 


—X 


^ Vt »2 




a^j J/s 2« 





< yi «; 
1 y» «» 

< yt » 



X y X 

«1 yt «1 

a^s ys «8 




1 07. 



y. 



ys 



4 (E. 



= 0, 



wovon die geometrische Bedeutung unmittelbar wahrzunehmen ist 



7. Die Lage des Punkts P in Bezug auf das Tetraeder OÄBC ist durch die 
Tetraederverhaltnisse 

OBCP : OCAP: OABP : OABC=»fi^ ' f^% 'fh - ^ 
bestimmt *) . Sind nämlich in Bezug auf drei durch gehende Axen cc, , y, , z^ ; 
^z) y»i ^«; ^8) ^8» ^ai ^> 2/) « d»e Coordinalen von A,B, C, P, so hat man (4) 

^8 ^8 «8 ^8 ^8 H 

u. s. w. a? 2/ Ä iCa 2^8 «8 

Wenn man diese Gleichungen entwickelt und die Coefficienten von x^^y^^ 
Ä, ,.. in der Determinante V durch fi , ^?i , ?i ,.. bezeichnet, so findet man 

(I) ' ?2a5 + %y + g^j5=^,F 

f8«^+%y-+-5i« = i"8>'- 



Nun ist (§. 3, 1) 



u. s. w. Folglich 



ajj 5| +• ^2 §2 "^ ^8 »8 "*" ^ 
^l^l + ^2% + ^8% = ö 



(II) y=A*iyi+A^2Ä^2 + iM2y8 

« = /*! ^f+-A'2^2+A*8^8- 

Zur Bestimmung des Verfcallnisses PABC : Oi4j&C = fi entwickele man 



yt ^1 



^2 2/8 



cc. 



Fl 
07, 



03« 



yi «1 


— 


«K» y» «» 


— 


ai(- y, a. 


— 


Xi Vi üt 


y» ^ 




^8 VtH 




a, y, a, 




a^« y» «2 


yt «8 




X y z 




X y a 




a; y a 



ys »si 



*) Laoiumgc sur les pyr. 38. 



102 §. «6,7. 

d. h. (6 und 4) 

PABC^OABC'-OBCP^OCAP'^OABP, 

(III) /i « 4 - ^^ -. ^,^ - ^,. 

Hieraus folgt, wenn a, b, c, d beliebige Grössen sind, 

a -f- 6 a; + c y + d j5 = /i o -4- ^ , (a H- fc a?^ + c y , + d z , ) 
+ fig (o H- 6a?j-h cy,-h dz^) 

Um die geometrische Bedeutung dieser Gleichung zu finden, stelle man die Ebene 
vor, deren Gleichung a-hbx'^hcy'-hdz'ssO ist. Wird diese Ebene von den 
Parallelen zu z durch P, 0, A^By C in P', 0', A\ B', C' geschnitten und hat P' 
die Coordinaten x, y, js', so ist 

a + 6 a? -f- c y -f- d Ä ' = 
a + 6a;*+cy+dji =d(s— .«') =zd.P'P, 
u. s. w. Folglich ist ' 

(IV) P'P=^.0'0 + iM,.il'il+iu, J?'Ä-h ^3. C'C*), 

wobei unter P', 0\A\B\C' die Durchschnitte irgend einer Schaar von Paralle- 
len, die man durch P, 0, i4, J?, C gezogen hat, mit einer beliebigen Ebene ver- 
standen werden können. Demnach erscheint P als Schwerpunkt der in 0,'i4, P, C 
befindlichen Massen ju, ^^, /Uj|, /u,, deren Summe s 1. 

8. Sind A^, B^^ C^ die Mitten von OA, OB, OC, so wird das Tetraeder 
OAB C Yon den Ebenen A^BC, AB^C, ABC^ halbirt und der Schwerpunkt? 
des Tetraeders OABC liegt auf den genannten Ualbirungsebenen, so dass 
i4,ÄCPsO, ilÄ,CP=0, ilBC,P=:0. 

Weil >ij die Coordinaten -^x^ , l^y^, -l^^i hat, so ist (6) nach den vorigen Bezeich- 
nungen 



u. s. w. Folglich 



< i^i i»t +«i 

< ^z Vz H 

* ^8 Vt «8 

4 X y js 



= 0, 



2i"i -*• A'«-*- ^^8 = ^ 
^1 •<- ^+*^8 = ^• 



Hier^us findet man 

A'i"-A<2 = <>>7'i— A'a^^^» fi=A'2 = A'8==t» 
folglich fis^i und 

o; ji , y j , z , 

d h. der Schwerpunkt des Tetraeders ist die Spitze von 4 gleichen Tetraedern, 
deren Basen die Flächen des Tetraeders sind, und der Schwerpunkt von 4 glei- 
chen Massen, welche in den Ecken des Tetraeders ihre Schwerpunkte haben "^j. 



*) Fbüerbach Untersuchung der dreieckigen Pyramide p. 5. MObius baryc. Calc. cap. 4. 
Die Grössen /u, ^^ , /u, , /u« sind die barycentriscben Coordinaten (coordinirten Coefflcienleo) 
des Punitts P in Bezug auf die Fundamentalpyramide JB C bei Möbius und Fbuekbach. 
•*) Lageanoe sur les pyr. 84 — 85. 
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9. Wenn die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks in Bezug auf ein System 
von zwei Azen gegeben sind, so findet man die Flache des Dreiecks auf folgende 
Weise*). Die Coordinaten der Seiten seien a : b : c, a^ : b^ : c^, a^: b^: c^^ 
d. h. für jeden Punkt der ersten Seite, dessen Coordinaten p, q sind, hat man 
a + bp + cg = u. s. w. Die Coordinaten der Eckpunkte cc, y; x^^ y^; x^y y^ 
nebst 3 HUlfsgrOssen p, p^ , p, sind durch die Gleichungen 



a 



>b X ' 



•c y = p 
•c,y = 



b X 



o,-f. ftjflc +• c^y =s Ojj-H b^x^-h c^y^ 



cy,=0 
•Ciyt=Pt 



a "hb x^-h c y^ = 
a^-i-b^x^^c^y^^p^ 



bestimmt, welche ausdrucken^ dass der Punkt (cc, y) auf der zweiten und drit* 
ten, aber nicht auf der ersten Geraden liegt u. s. w. Nach §. 6, 1 ist 



Ip 


=s 


a b c 


< a? y 


p, 




o, b. c. 


< a;, y, 


p. 




H h c» 


< ai,y. 



= 0, 


a 6 c 


— 


P 


b c 




o, 6, Cj 
"» *» c. 











Aus den 3 ersten Gleichungen folgt (§. 9, 3. §. 3, 3) 

a-^p fcc=0, a6c— p6c=:0, 
b,c, 

Ä— pa = 0, 
wenn die Determinante der Liniencoordinaten durch R und der CoefBcient von a 
in derselben durch a bezeichnet wird. Analog hat man 

fi— Pi «iäO, ä — Pa «2 = ö- 
Daher ist (§. 8, 7) 

p 








==PP1P»= 



Ä« 



X y 

«2 ^2 



alt« fl 



mithin (5) die gesuchte doppelte Dreiecksfläche a= — ?1!L£1? , 

Nachdem man auf bekannte Weise die Hohen des Dreiecks, d. h. die Ab- 
stände der Punkte (ac, y), (0;^ , yj, cCg, y^) von der ersten, zweiten, dritten Ge- 
raden berechnet hat, findet man die Seiten des Dreiecks, wenn man die gefun- 
dene doppelte Dreiecksflache durch die Höhen dividirt. 

Wenn die Determinante der Lfniencoordinat^n verschwindet, ohne dass zwei 
Horizontalreihen aus gleichen Elementen bestehen, so gehen die 3 Geraden durch 
einen endlich fernen Punkt. 

10. Wenn die Gleichungen der Flachen eines Tetraeders in Bezug auf ein 
System von 3 Axen gegeben sind , so wird das Volum des Tetraeders auf die- 
selbe Weise gefunden, wie die Dreiecksflache aus den Seiten"^). Die Coordina- 
ien der Flachen seien a : fr : c : d, a^ : b^ : c^ : di , o^ : 62 : c, : d^ , o, : 6, : c, : d, , 
d. h. fUr jeden Punkt der ersten Flache, dessen Coordinaten p, 9, r sind, hat man 
o+frp+cjH-dr s u. s. w. Die Coordinaten der Eckpunkte fic, y, ji ; a?i , yi , J»i ; 



JoACHiMSTBAL Grelle J. 40 p. 28. 
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^z\ ^2 » ^2 1 ^8 7 ^8 ' H i^^bst den Httlfsgrössen p, p^, p^i Pt sind durch 4 Systeme 
von je 4 Gleichungen 



a -hb x-^c y-hd z^p 

a^-hb^x-hc^y-hd^zssO 

u. s. w. bestimmt, welche ausdrücken, dass der Punkt {x, y, z) auf der zweiten, 
dritten, vierten, aber nicht auf der ersten Ebene liegt, u. s. w. Nach §. 6, 1 ist 



|p 

pi 

Pj 

0p, 



a b c d 

^1 ^1 ^1 ^1 

«2 6j Cj dg 

«8 ^8 ^8 ^8 



i X y z 

1 x^ y^ z, 

^ ^2 2/2 H 

< ^8 2/8 «8 



Aus dem ersten System von 4 Gleichungen folgt 



a-^p b d 
0| 6| C| d| 

08 *8 ^8 «8 



=0, Ä— pa=0, 



wenn R die Determinante der Flächencoordinaten und a d r Goefficient ist, wel- 
chen a in R hat. Analog ist ■ 

Ä-p,a, = 0, Ä-pjaj = 0, Ä-p3a,==0, 



folglich 



PPlP2P8 = 



1 a? y a 

{ x^ y^ z, 

< ^2 ^2 «2 

^ ^8 y» «8 



a a« o. a. 



und das gesuchte 6 fache TetraOdervolum (6) = ^'^'°^^^ 

" cc a^ a^ iKg 

mit Hülfe der Höhen des Tetraeders seine Flächen berechnen 



Hieraus lassen sich 



Wenn die Determinante der Flächencoordinaten verschwindet, ohne dass 
zwei Horizontalreihen ihrer Elemente identisch sind, so gehen die 4 Ebenen durch 
einen endlich fernen Punkt. 



§. 17. Producte von Dreiecksflächen und Tetraedervolumen. 



4 . Wenn o?, y, r, r^ beliebige Richtungen einer Ebene sind und die positiven 
Winkel derselben durch Drehungen von einerlei Sinn beschrieben werden, so ist 

sin xy sin rr^ = Icos xr cos yr 
|cos xr^ cos yrj 

Beweia. Ohne die Winkel zu verändern, kann man die gegebenen Richtun- 
tungen durch einen Punkt legen. Schneidet man auf den Richtungen r, r^ die 
positiven Strecken Oi4 = r, OB=:r^ ab und sind x, y; x^; y^ die Coordinaten 
der Punkte A, Bin Bezug auf die Axen a?, y^ so ist (§. 1 6, 1) 
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rr^ smxy sm rr^ = 



cos xy 
i 



cos xy 

a? +y cos xy x cosxy- 
x^-hy^ cos xy x^ cos xy ■ 

r cos a?r r cosyr 
r^cosyr^ 






woraus nach §. 3, 2 die Behauptung folgt. 

2. Wenn die Dreiecke AA^ A^ und BB^ B^ auf einer Ebene liegen und 
AAi . ÄJ9;fc . cos AAi^BB^ = c,- ^^ 

4 AA^A^.BB^B^^k^^ c^ 



gesetzt wird, so ist 



^21 



Beweia. SeizimanAA^^x, AA^ssy^ BB^^r, BB^^r^^ so erhält man (4 ) 
4 AA^A^,BB^B^=:xyrr^ sin xy sin rr^ 

xr cos xr yr cos yr \, 

xr^cosxr^ yr^cosyr^] ^^ 

Das Product c^j^ ist nicht zweideutig, wie es scheinen könnte. Man bestimme 
nach Willkür die positiven Richtungen der Geraden AA^ und BBj^, d. h. die Rich- 
tungen der auf diesen Geraden positiv zu bezeichnenden Strecken. Dadurch 
erhalten die Factoren cos AA^^^BB^^, AA^, BB^ bestimmte Zeichen. Hätte man 
die positive Richtung einer Geraden z. B. AA^ entgegengesetzt angenommen, so 
würde der Winkel AA^'^BB^ um 180® verschieden ausfallen, also cos AA^^^BBj^ 
verschiedenes Zeichen erhalten, während zugleich die Strecke AA^ das Zeichen 
wechselt. 

3. Wenn die Ebenen der Dreiecke AA^A^ und BB^ B^ den Winkel g> bilden, 
so ist nach der angenommenen Bezeichnung 



l^AA^A^.BB^B^. cos gp = 



'11 ^21 



Beweia. Ist iVAT^JVj die orthogonale Projeclion von BB^B^ auf die Ebene 
AA^A^y so lässt sich auf das Product i AA^A^.NN^N^ der vorige Lehrsatz an- 



wenden. 
Seite 



Dabei ist auf der einen Seite NN^ N^^^BB^B^. cos y, auf der andern 

AA^ . NN^ . cos AA^'^NN^ = AA^ . BB^ . cos AA^^BB^ 

u. s. w., weil die orthogonalen Projectionen von NN^ und BB^ auf die Gerade 
AA^ von einander nicht verschieden sind. 

Das Product i AA^A^.BB^B^, cos q> ist eben so wenig zweideutig, als die 
dafür gefundene Determinante. Nach beliebiger Annahme des positiven Sinnes 
in jeder von beiden Ebenen, d. h. des Sinnes der positiv zu bezeichnenden Win- 
kel und Flächen, hat man die Zeichen der Dreiecke AA^A^ und BB^B^ zu ermitr- 
teln und dann unter q) den Winkel zu verstehen, welchen die eine Ebene beschrei- 
ben muss, damit die positiven Dreiecke beider Ebenen einerlei Sinnes werden. 
Wenn man den positiven Sinn in einer Ebene ändert, so erleiden zwei Factoren 
des obigen Products Zeichenwechsel, nämlich ein Dreieck und cos g), weil ip sich 
um \ 80® ändert ; also bleibt das Product unverändert. 

BalUer, Detcrm. \ 4 
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4. Wenn x, y, r, r, beliebige Richtungen des Raumes sind, so ist 



sin xy sm rVf cos xy rrf = 



*)■ 



COS xr cos yr 
cos flcr^ cosyr^ 

Beweis. Legt maa die gegebenen Richtungen durch einen Punkt uud 
schneidet auf ihnen die positiven Strecken OC^x, ODs=y^ OEssr, OF^r^ 
ab, so erhalt man (3) 

xy rVy sin xy sin rr^ cos xy^rr^ = xr cos xr yr cos yr 1 , 

xr^cos xr^ yr^cosyrj 

woraus nach Weglassung der gemeinschaftlichen Factoren xyrr^ die Behaup- 
tung folgt. 

Anmerkung. Um die Gültigkeit desselben Satzes für 4 beliebige Ebenen 
nachzuweisen*""), hat man den gefundenen Satz auf die positiven Normalen der- 
selben anzuwenden; oder was dasselbe ist, auf die Polarfigur des vorhin erwähn- 
ten Vierecks CDEF, wenn die Punkte C^D,E, P auf einer um das Centrum 
beschriebenen Kugel liegend vorgestellt werden. Diese Kugel wird von dem in 
willkürlich bestimmter Richtung genommenen Durchschnitt der Ebenen in einem 
Punkte, von jeder Ebene in einem Hauptkreise von willkürlich bestimmtem Sinne 
geschnitten, ohne dass das Product, dessen Werth durch die Determinante an- 
gegeben wird, einer Zweideutigkeit ausgesetzt ist. 

0. Aus den Gleichungen 

sin rs sin tu cos rs^tu ■= cos rt cos su-- cos st cos ru 
sin st smru cos st^'ru = cos^r cos tu —cos tr cos su 
sin tr sin su cos tr^'su == cos ts cos ru — cos rs cos tu 

folgt durch Addition 

(I) sinrs sin^w cosr^'^/w-Hsins^ sinrw coss^'^rin-sinlr sinsu cos^r^Ätt=0, 

weil cos fr = cos r^ u. s. w. Bei dieser Gleichung ist zu beachten, dass sin rs 
= — sin sr, cos rs^^fWÄ- cos sr^'tu u. s. w. 

Die entsprechende Gleichung***) zwischen den Winkeln von 4 Ebenen und 
den gegenüberliegenden Durchschnitten derselben lautet 

(II) sinr5 sin^w cosy^i -i-sins< sinrw cosaofj + sin^r sin am cos/?/?j = 0, 

wenn die Durchschnitte r«, st, tr durch y, a, ß und die Durchschnitte tu, ru, su 
durch y, , a^, ß^ bezeichnet werden. 

Ebenso hat ndan für 4 Punkte A, B, C, D 

(III) AB. CD, cosyy^-hBC, AD. cos aa^-^CA. BD. cos ßß^=zO f), 

wenn AB, BC, CA Strecken auf den Geraden y, a, ß und CD, AD, BD Strecken 
auf den Geraden y^, a^, ß^ bedeuten. Es ist nümlich 



*) Dieser Satz, welcher die vorigen voq v. Staüdt gefundenen Spitze in sich scbliesst, ist 
zuerst von Gauss disqu. gen. circa superf. II, 6 aufgestellt, dann von y. Staudt Grelle J. S4 
p. 252, zuletzt von Gaucht Exerc. d'Anal. 4 p. 44 reproducirt worden. 

**) Einen analytischen fieweis dieses polaren Zusatzes bat Joachimsthal I. c. p. 44 gegeben. 
***) Joachimsthal 1. c. f) Carnot mdm. sur la relation qui existe etc. 27. 
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AB cos yy^=sAD cos a^ y^ -h DB cos ß^ y^ 
BC cos aa^ == BD cos /Jj «^ ■+■ Z) C cos y^ a^ 
CA cos /?/?, = CD cos y^ß^-hDA cos «i /^t • 

Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit CD, AD, BD multiplicirt und 
summirt, erhält man die angegebene Relation, weil AD=: — DAj cos ßi(x^ = 
cos a^ß^ u. s. w. 

Die Gleichungen (II) und (HI) sind von einander nicht wesentlich verschie- 
den, wie JoACHDiSTHAL 1. c. bemerkt hat. Man hat nämlich auch dem Zeichen nach* 

Ad 
9 A TtTi % Ä B D 

weil ^ die Höhe des Dreiecks ABD in Bezug auf die Basis ^B, folglich 
Xsin ABC" AB D die Höhe der Pyramide ABCD in Bezug auf die Basis ABC 
bedeutet, unter der Voraussetzung , dass fUr einen Betrachter, dessen Richtung 
von oben nach unten AB ist^ der Winkel ABC" AB D und der von AB^ AC, AD 
gebildete Raum winket einerlei Sinnes sind. Ebenso ist 

C D 

folglich durch Multiplication 

ABLÜ -i^ j^ß CD ' 
wenn die Ebenen, welche A, B, C, D gegenüberliegen, durch r, s, t, u bezeich- 
net werden und P das Product der Dreiecksflächen bedeutet. Dabei wird der 
positive Sinn jeder Ebene so bestimmt, dass das auf der Ebene liegende Dreieck 
positiv sei ; positive Flächenwinkel werden durch Drehungen von einerlei Sinn 
beschrieben. Durch cyclische Vertauschung von A, B, C erleidet P keine Verän- 
derung, also ist auch 

Anrn^ ad sin ^f sin ru j, sin fr sin su 

AJSUJJ -f^ ßc.AD ^^ CA. BD » 

mithin 

* (\v\ ^ ^^(^D* sin rs sin tu sin st sin ru sin tr sin su ^ 

^^ 4/> "~ AB. CD "" BCAD "~ CA, BD '' 

Hieraus erhellt, wie von den Gleichungen (II) und (III) eine aus der andern ab- 
geleitet werden kann. 

6. Wenn cc, y, jz, r, r^, r^ beliebige Richtungen im Räume sind, so ist 



sm xyz sm rr^r2 = 



cos xr 


cos yr 


cos zr 


cos xr^ 


cos yr^ 


cos ar^ 


cos xr^ 


cos yr^ 


cos JSTg 



*)• 



Beweis. Legt man die gegebenen Richtungen durch einen Punkt und 
schneidet auf denselben die positiven Strecken 0-4 = ?*, OB^r^, OC^r^ ab 
und sind cc, y, z; x^, y^, z^; x^, y^, z^ die Coordinaten der Punkte A, B, C in 
Bezug auf die Axen x, y, z, so ist (§. 4 6, 4) 



*) Brbtscbnbider Geometrie g. 677. 

**) y. Staudt 1. e. Der besondere Fall , in welchem das System x, y, z orthogonal, also 
sin xyz &= ±4 ist, kommt früher bei Gauss 1. c. vor. 

44* 



108 



§.n,6. 



rr^r^ sin xyz sin rrtr^ = 



X 


y 


z 


x^ 


Vi 


^1 


x^ 


Vi 


«2 



4 cosccy cosa?Ä 

cos xy 1 cos y;5 

cos xz cos yÄ 4 



cc +y cosajy+a cosccjs a; cosxy-hy +ä cosy;5 o? cosa?z+y cosy«-!-« 
x^'^hy^cosxy'\-z^CQSXz x^cosxy-hy^-^z^cosyz x^cosxz-hy^cosyz-h z^ 
X2'^y2^osxy-^z^cosxz x^cosxy-hy^-^ z^cosyz iTgCOsa^js+ygCosys+Sg 

r COS irr r cosyr r cos jsr 
cos irr^ r^ cos yr^ r^ cos jsr^ 
Tg cos ccTg Tg cos y r^ r^ cos js r^ 

woraus durch WeglassuDg der gemeinschaftlichen Factoren rr^r^ die Behaup- 
tung folgt. 

7. Wenn c^-j^ das oben (2) angegebene Streckenproduct .bedeutet, so ist 



^^ AA^A^A^.BB^B^B^^^ 



Beweia. Setzt man 



C.i 


c« 


C3. 


Cl2 


C22 


c« 


c« 


Cm 


c„ 



*). 



AA^^x^ AA^^^y^ AA^^z, 

-u«w /ox BB.^r^ BB^^r., BB^=:r^, 

so erhält man (6) 1 > 2 i > 8 2 > 

36 AA^A2A^.BB^B2B^ = xyz rr^r^ sin flcy« sin rr^r^ 

xr cos 05 r yr cos yr zr cos zr 
xr^GOS xr^ yr^ cos yr^ Är^cosÄr^ 
xi\ cos ojrj y r^j cos yr^ zr^ cos sr^^ 

8. Die Determinanten 



cos xr 


cos yr 


1 


cos xr 


cos yr 


cos zr 


cos XTy 


cos yr, 




cos 03 r. 


cos yr^ 


cos zr^ 








cos xr^ 


cos yr^ 


cos «rj 



haben zufolge der in (1, 4, 6) dafür gefundenen Werthe die bemerkenswerthe 
Eigenschaft, dass sie unverändert bleiben, wenn die gegenseitige Lage einerseits 
der Winkel xy, rr^, andererseits der Raumwinkei xyz, rr^r^ beliebig ver- 
ändert wird, sobald im ersten Falle der Flächenwinkel xy^'rr^ seine Grösse 
behält**). 

9. Mit Hülfe der Gleichung (6) lässt sich der Abstand von zwei Geraden im 
Räume, deren Lage in Bezug auf ein beliebiges System o?, y, z gegeben ist, be- 
rechnen. Sind x^, y^, z^\ x^j y2i ^2 ^*® Goordinaten der Punkte A, B] sind die 
Richtungen 7-^, r^ der Geraden AA\ BB' durch ihre Winkel mit den Axen 
gegeben, so dass der Winkel r^r2 berechnet werden kann ; ist r die Strecke AB^ 
deren Goordinaten aj^— aj|, y^— yt, ^g— ^1 sind, und d der gesuchte Abstand 
der Geraden AA\ BB'\ zieht man endlich i4C in der Richtung r^ und versteht 
unter ilii', AC Längeneinheiten, so ist 



^ AA'CB:=d sin r^r^ 



= r sm rr^r. 



1 '2; 



*) y. Staudt 1.0. In dem Falle, dass das zweite Tetraeder vom ersten nicht verschiedeo; 
also Ci^k'=^<^k,i ist, erhält man die Formel Lagrange's (sur les pyr. 4 5) und Legendre's (El^m. 
de g6om. Note V, 7). 

♦*) Cauchy Exerc. d'anal. 4 p. 51. 
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d sin xyz sin r^r^-- 



rcos xr rcos yr rcos %r 
cos X Tj cos y r^ cos z r^ 
cos xr^ cos yr^ cos zr^ 



rcosxr = (axj— (Ci) + (y^— t/i) cosacy + (ä^— js,) coso;« 

rcos yr = [x^-'X^) cos xy -i- (yg— j/i) + («2— «J cos ya 

rcos jjrÄ (a?2=a;,) cos a;s5 + (y^— y,) cos yz-^iz^—z^). 

Die Entwickelung giebt *) 

d sin xyz sin r, r^ =i (a + /? cos xy + y cos 0:2) (ccj— aj^) 

+ (a cos asy + Z? +y cos y^jjty^-y,) 

Aui« +(a COS a5J5-|-5cosy;5 + y )(«,— zJ, 

wenn zur Abkürzung ^ ^ ' m « 1;, 

a = Icos yr^ cos JsrJ , /?= Icos zr^ cos Är^l , y = cos xr^ cos yr^ 
jcosyr^ cosÄrJ (cosasr^ cososrj cos ajr^ cosyr^ 

gesetzt wird. 



4 0. Für 3 Richtungen einer Ebene a, 6, c hat man 



(sin a6 + sin 6c + sin ca)* = 8 



sin-^ sin-j- 

. ab ^ . 'ftc 

sm -j- sin - 

•ac . *bc 

sin -^ sin -^ 



2 2 

und für 4 Richtungen des Raumes (oder Ebenen) a, b, c, d 

(sin aidH- sin 6cd + sin cad— sin a6c)*=— 46 



*ab 



'ad 



sin — sm -j- sm — 

. »a6 ^ . *bc . *6d 

sm — sm — sm — 

. *ac . *bc ^ . *cd 

sm — sm — sm -^ 

. «od . 'ftd . *cd f. 

Sin — sm --- sm — 



welche Determinanten nach §. 5,2 entwickelt werden können^]. 

Beweis. Indem man die Axen Xj y zu Hülfe nimmt, bei welchen sin xy^K 
ist, erhält man (4 ) 



cos xb cos yb\ u. s. w., 
cos xc cos y c| 



sin 6c = 
folglich (§. 3, 1) 

sin a6 + sin 6c + sin Ca = 4 cos a?a cosya 

4 cos£d6 cosy6 
4 cos 0? c cos y c 

— (sin a6H-sin 6c + sin ca)*= 4 cos a;a ccsya 

4 cos a;6 cosy6 
4 cos a? c cos y c 

All A12 ^18 

'h\ Hz "n 

"81 "82 "3 



—4 cosa?o cosyo 
—4 cosa?6 cosy6 
—4 cosccc cos yc 



*) Caught le^oas sur les appl. da calc. inf. Pr^lim. (402). 

**) Der plan-trigonometriscbo Satz ist in den Lehrbüchern anzotreffen. Der entsprechende 
polyedrometriscbe Satz ist von Joachimsthal 1. c. (47) ohne genauere Angabe der Zeichen auf- 
gestellt und bewiesen worden. 



HO 

wobei (§. 6, 4) 
^1 
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A..= — 4 H- cos* a?a 



• cos^ya 



= 



Äi2==— 4+cos xacosxb' 



'ab 



cos ya cos yb= —4 +cosa6=: — 2sm — 

u. s. w. Nach Ausziehung des Factor (—2)^ aus der Determinante der Elemente 
^11 • * '^sa (§* ^1 ^) ^^^^^^ ^^^^ die angegebene Gleichung. 

Indem man ferner die Axen Xy y, s gebraucht, bei welchen sin xyst=^\ ist, 
erhalt man (6) 



sin abc = 



folglich 

sin a&d + sin bcd- 



cos xa cos ya cos za 
cos X b cos y b cos z b 
cos X c cos y c cos z c 



u. s. w. 



•sin cad — sin a6c = 



\ cos xa C06 ya cos ;3a 

i cos (T 6 cos y b cos 2 fr 

\ cos xc cos y c cos js c 

\ cos (cd cos yd cos zd 



und durch ein dem vorigen analoges Verfahren 

— (sin oftd + sin 6cd-»- sin acd — sin abc)^=s 



wenn 



*ii K% *!$ ^u 

^«1 *« ^^2« ^24 

^31 /'s» ^88 ^34 

^141 ^^42 ^48 ^^44 



A«=- 



-1 



cos^oja 



■ cos *ya 



■ cos*aa 



= 



Ä|j = — 4 + cos xa cos a? 6 + cos y a cos y 6 + cos j» a cos ä 6 
=— 1 + cos 06 = — 2sm — 

u. s. w. Wenn man aus dieser Determinante den Factor (—2)^ zieht, so erhält 
man die angegebene Gleichung. 

1 4 . Wenn durch o, 6, c die Richtungen der Radien OA, OB^ C eines Krei- 
ses, durch f, g, h die Quadrate cler Seiten BC^ CA, AB des eingeschriebenen 
Dreiecks ABC, durch r der Radius bezeichnet werden ; wenn man beide Seiten 
der ersten in (10) aufgestellten goniometrischen Gleichungen mit 8r^ multiplicirt 
und bemerkt, dass 

f^smab^20ABj 4r*sin'^ =r A u. s. w., 



so erhalt man 



wie bekannt. 



{ir.ABCf=:i 



0hg 
h f 
9 f 



^fgK 



Wenn durch a, 6, c, d die Richtungen der Radien OA^ OB, OC, OD einer 
Kugel, durch /) y, A die Quadrate der Kanten BC, CA, AB durch /*', y', ä' die 
Quadrate der gegenüberliegenden Kanten AD, BD, CD des eingeschriebenen 
Tetraeders -4 jBCZ), durch r der Radius bezeichnet werden; wenn man beide 
Seiten der zweiten in (40) aufgestellten Gleichung mit 46r® multiplicirt und 
ef wägt, dass 



r'sin abd=zQOABD, 4r*sin ^=A u. s. w., 



so erhält man 
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11t 



{nr.ABCD}* = - 



A 9 r, 

^ f 9', 
f h' 

r 9' h' \ 

zur Berechnung des Radius der dem Tetraeder umgeschriebenen Kugel aus den 

Kanten und dem Volum *) . 

42. Das öfter gebrauchte Product von zwei Strecken mit dem Cosinus des 
von ihnen gebildeten Wiökels lässt sich durch Quadrate der die Endpunkte der 
Strecken verbipdendea Geraden ausdrücken , wodurch die Producte von Poly- 
gonen und Polyedern bemerkenswerthe Formen erhalten. 

Nach den in (5, III) festgesetzten Bezeichnungen ist 

2i4J?. CD cos yy^ = 2i4i>. CD cos a^y, — 2Ä/). CZ) cos /J^y, 
Nun hat man allgemein 

iBC. CD cos ßiy^^BD^'hCD^-'BC^, 
folglich 

^AB.CDcosyy^=AD^-^BD^-{AC^'^BC^) **). 

43. Bezeichnet d^jg das Quadrat der Strecke A^B^j so ist für zwei Drei- 
ecke, deren Ebenen den Winkel g> bilden, 



4 6 i4, A^A^ , B^ B^B^ . cos 50 = — 



4 4 4 

^11 ^ti ^81 

«^12 ^22 ^S2 

«13 "2« "83 






worin sich die ersten Suffixe auf das erste Dreieck, die zweiten Suffixe auf das 
zweite Dreieck beziehen. 

Beweis. Nach (3) ist in der dort angegebenen Bezeichnung 



\^A^A^A^.B^B^B^.QQSip^\^c^ ÄCgJ 



Nun ist (42) 
Die Determinante 



»^28 



^331 



2 C|-,fc = rfi,fe— ^i,Ä— (ö^ii— di,i) • 



K«—C^2— (^11—^21) ^12 — C^2— (^11 — ^81 

Ka— ^3— (^11— ^^i) <^i8-^— (öfii^c^i 
lüsst sich nach §. 2, 6 und §. 3, 4 transformiren in 

' ^12— ^22— (^11-^21) ^12— ^32— (ß^il— ^31) 

* öii3— ^8— (ß^ii-^«i) ^13—0(33— (rfji—rfa,) 
\ 4-4 4-4 



d.n-'d, 



*\% 



22 



^l2-ßf82 



0^13—^8 ^18—^ 



C^12— ^2 
Ö^i8— Ö^ 

4 4 



0^11-^81 
^12—^82 



4 

^12 C^22 ^2 
^18 ^ C^83 



<^i dy 



81 



*) In diese Form ist die von Grelle (malh. AafeäUe I p. 447) gefundeoe Relation durch 
JoACHixsTHAL 1. c. (27) gebracht worden. 

**) Carkpt 1. c. ***) Diese Form hat der Satz, welchen v. Staudt I. c. zuerst auf- 

gestellt hat, nach Catlet's Vorgange durch Sylvester (Philos. Mag. 4852, II p. 885) erbalten. 
Vergl. unten g. 4 8, 9 u. 42. 
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ZoMtti i. Wenn die Punkte B^, B^, B^ der Reihe nach mit den Punkten 
^t> ^2} ^8 zusammenfallen, so wird cos 9) =4, äfk^diii, d^^szd, folglich 



46 44V» 



1 

1 



4 1 



d„0 



'12 "13 



d. 



4 rf„ d„ 



28 



übereinstimmend mit dem bekannten Ausdruck der Dreiecksfiache durch die 
Seiten (vergl. §. 5,2). 

Die Bedingung \ dass A^^ A^^ A^ auf einer Geraden liegen^ lautet 

s=0 






< 


1 


4 


\ 





d« 


'^.8 


y 


d„ 





^2. 



< d,3 ^28 

Bei jeder Lage eines Punktes auf der Geraden durch die beiden andern Punkte 
verschwindet je ein Factor der Determinante. 

ZiuatE 2. Da die Fläche des ebenen Vierecks 

-^1 -^2-^8 -^4 = -^1 -^2 -^3 ■*" -^1 -^8 -^4 

ist, so hat man für zwei ebene Vierecke, deren Ebenen den Winkel tp ein- 

schliessen, , ^ ^ 

\ 6 i<^ A^A^A^.B^ B^ B^B^ . cos q> 

:=:ißA^A2A^,B^B2B^.cosg)•^iQA^A^A^,B^B^B^cosq> 

'^\ßA^A^A^.B^B^B^cosq)'h^^A^A^A^.B^B^BJ^.cosq^ 



1 4 

^21 rfj 



1 

«^12 fkz ^82 
"l3 "23 "33 



31 



4 1 \ 


— 


da dzi d^i 
da ^23 d^ 
du d^ d^ 







-041 1 



41 '^81 "^41 

c^i2 d^ d^ 

diZ dii ^48 



4 14 



^31 ^41 



43 



^18 ^83 d^ 



4 d,^ d^ d^ 

Sind demnach A und B die Flächen ebener Polygone von m und n Seiten, 
deren Ebenen den V^inkel g) bilden , so ist i4 B cos ^ die negative Summe von 
(m^2)(n^i) Determinanten vierten Grades von der angegebenen Art, also eine 
ganze rationale Function von den Quadraten der Geraden, welche die Eckpunkte 
des einen Polygons mit denen des andern verbinden*). 

4 4. Wenn di^j^ das Quadrat der Strecke A^Bj^ bedeutet, so ist für zwei Tetraeder 
S88 il| A2 A^ A^.B^ B^ B^ B^^ 






4 1 


1 h 


1 
< 


«14 «^M 


d^ d„ 
du. du 



worin 'die ersten Suffixe auf das erste Tetraeder, die zweiten Suffixe auf das 
zweite Tetraeder sich beziehen. 

Beweifl. Das gesuchte Product ist nach (7) die Determinante 

diz—d^z—idu—d^t) ^12-^82— (ö^ii-^i) öf«— ^^42— (^11— ^41) ) 
0^18 -<^8- (^11-^1) rfi8-^-{rfii-^8i) «'«-öi^a-td.j-flf^,) 

rfi4-^24-(^lt-Cl,i) di4-rf84-(<^ll"-^l) rfl4-rf44-(ö!li-rf4l) 



*) V. Staudt 1. c. 
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welche sich auf die (43) angegebene Weise in 

i d^^—d^^ ^12—^82 diz—d^^ 

^ öf,3— (/23 e/^g — rfgj rf„— 6/43 
^ ^14-0^24 ^14 — ^34 C^14— 0^44 

transformiren lässt« 
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^ ^11 ^21 ^81 ^41 

^ ^12 ^22 «^82 ^42 

^ C^13 «^8 rfs8 ^48 

^ ^14 C^24 C^34 ^44 



Zusatz 4 . Wenn die Punkte J?j , J?^ , A3 , Ä^ der Reihe nach mit A^,A^,A^, A^ 
zusammenfallen, so wird d^j^^zdj^ij c^M"^» folglieh 
288i4,^il3^4*= 



4 

a«, ^28 



4 4 

^12 ^13 «^14 



^23 0^2.- 
^84 
du ^ ^84 



Wenn man diese Determinante nach §. 5, 2 entwickelt, so erhält man die bekannte 
von EüLKR (Nov. Comm. Petrop. 4 p. 458) zur Berechnung des Tetraedervolums 
aus den Kanten aufgestellte Formel. 

Die Bedingung, unter welcher die Punkte A^^ A^^ A^^ A^ auf einer Ebene 
liegen, lautet 






1111 


1 
\ 
1 


d,j d,3 d.« 
d,3 <^M <^ 



I rfu ^24 (/84 

tkbereinstimmend mit der Gleichung zwischen den Strecken , welche 4 Punkte 
einer Ebene verbinden (Eulbr Acta Petrop. 6, I p. 3). 

Ziuats 2. Ein Polyeder lässt sich durch Gerade, welche einen Eckpunkt A^ 
mit den übrigen Eckpunkten A^A^A^,. verbinden, und durch die Ebenen, auf 
denen die erforderlichen Paare dieser Geraden liegen, in ein Aggregat von drei- 
seitigen Pyramiden zerlegen , deren gemeinschaftliche Spitze A^ ist und deren 
Basen Theile der PolyedeHläche sind. Die Temionen der Eckpunkte, wodurch 
die Basen dieser Pyramiden bestimmt sind, bringe man in solche Ordnung , dass 
alle Theile der Polyederfläche von aussen betrachtet desselben Sinnes sind; dann 
sind die Pyramiden des Aggregats mit denselben oder entgegengesetzten Zeichen 
zu versehen , je nachdem ihre Basen von der Spitze A^ aus betrachtet einerlei 
Sinnes sind oder nicht. 

Das Product aus zwei Polyedern lässt sich demnach als Aggregat von Pro- * 
ducten aus jedesmal zwei Tetraedern betrachten und als Aggregat von Determi- 
nanten fünften Grades von der angegebenen Art darstellen. Das Product aus 
zwei Polyedern ist also eine ganze rationale Function von den Quadraten der 
Strecken, welche die Eckpunkte des einen Polyeders mit denen des andern ver- 
binden, wie Y. Staust bemerkt hat. 

4 5. Wenn die eine Tetraederecke einschliessenden Flächen 
OBC^f, OCA^f,, OAB^f^ 



Ballier, Determ. 



45 
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sind und sin^^g den Sinus der Ecke bedeutet, welche der Tetraederecke polar 
zugeordnet ist, so dass die Kanten der erstem von den Flächen der letztern nor- 
mal auswärts sich erstrecken, so ist 

Beweifl. Bezeichnet man OA, OB, OC durch r^r^ , r^ und rr^ cos rr, durch 
%i =^10 "• S' f-> so ist (§. 16,4. 17,7) 

{6 0ABCf= a^ %, a,, . 

«10 «11 ^it 
«20 ^21 ^22 

Bezeichnet man ferner durch a^Q den Goefficienten von a^ in dieser Determinante 

u. s. f., so ist (§.7, 1) 



[ßOABC)*= 



Nun ist aber (3) 



«AA = 



^22\ 



«22 ^20 



= 4/'/;coSo,, 



u. s. w., wobei cos^i den Cosinus des Winkels bedeutet, welchen die von dep 
Flächen OBC und OCA auswärts gerichteten Normalen bilden. Daher ist 



(eOABq^ = k^/^f,^f^^ 



1 

COSj 

cos 



02 



cos 

1 

cos 



Ol 



12 



cos 
cos 



woraus nach §. 16, 2 die Behauptung folgt. 

Anmerkung. Auf gleiche Weise lässt sich aus §. 17, 7 die Gleichung 
{3ßAA,A^A^.BB,B^B^)^= /ii ^21 /ai 

Yi2 rZ2 ^82 
Tis 72Z ^33 

ableiten, wo y^, , ygi »•• ^^ö Goefficienten von c,, , c^, ,.. in der Determinante der 
Elemente Cj^ ..C33 sind und Flächenproducte von der in (3) betrachteten Art 
bedeuten. 

16. Lagrange (sur les pyr. 12) hat bemerkt, dass für die vierte Tetraeder- 
fläche ABC nach den in (15) angenommenen Bezeichnungen die Gleichung 



4i4ÄC* = artft+a,, + aoo + 2aAi+2a,o + 2flf, 



-'oo 



*or 



-^20 



besteht, oder 

Diese Gleichung ergiebt sich am einfachsten, indem man sie als polares Gorrelat 
der tetragonometrischen Gleichung (vergl. §. 16,4 und §.18,2 Zusatz) 



betrachtet. 



• y*+js^+2£cy cosxy-^^yz cosyz-^izx cosjso? 



*) Bretschneider Geometrie 677. Diese Gleichung ist im WeseDtlicben von Lagrange's 
Gleichung (sur les pyr. 4 7) nicht verschieden und wird hier auf ähnliche Art wie bei Lagrakgk 
bewiesen. 



§. n,16. 
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Mit Bülfe der Formeln für (iABC)^ und (6 OABC}*^ hat Lagrange (sur les 
pyr. 47) die Lösung der Aufgabe unternommen, die Tetraäder vom grössten oder 
kleinsten Volum zu bestimmen , deren Flächen gegebene Inhalte ^ /"j , f^, f^ 
haben. Da 

«00= *A «il=^/;^ «Z2=^A*, 

«00+ «11+ «22+ 2 «01+2 a,2+ 2 of^o = 4 /g^ 
so ist die vierte Potenz des 6fachen TetraSdervoIums (15) 



w = 



«ftft «A 



*ii ^\t 
a.o OL, 



*0Z "12 **22 

eine Function der Variablen of^^, or^^, «j^? deren Summe v einen gegebenen 
Werth hat. Die Bedingungen, unter welchen u einen grössten oder kleinsten 
Werth erreicht, sind bekanntlich 

öv ^ bu ^ bv ^ bu 

K -♦- U ^ = U. 

0«« 



bu 



= 0, 






worin fi eine neue Variable bedeutet, welche aus diesen Gleichungen zu elimiiy- 
ren ist. Nun ist -^ c-^ der Coefficient von a^, in w (§. 3, 9) und hat den Werth 
«»01 (§.7,3), wenn (15) 

»Ol «11 «1 
^02 ^12 ^22 

Ausserdem ist j^^^ = \ u. s. w., folglich hat das gesuchte Tetraeder den Bedin- 
gungen a^^ = a^ = a,^ , d. h. 



bv 



1 I — ' ' 2 '^"*' ' ' 2 """ ' 1 ' 2 

zu genügen. Setzt man diese gleichen Eantenproducte = y^j ^^ erhält man 

n*''2* = ^ + «oo» ^2^* = -^ + «,^, rV,* = ^ + a22» 
^*W=(^ + «oo)(^ + «ii)(^ + «22) 
zur Berechnung von r, r^ , rg aus den gegebenen Grössen und der noch zu be- 
stimmenden Grösse d: Es ist nämlich im vorliegenden Falle 



•« 



12- 



^20' 



:3^-(r2 



•r^)V» 



und zwar unveränderlich = — i(aoo+«ii+«22"" ^/a^)? wofür zur Abkürzung 
— c gesetzt werden soll. Daher hat man 



(r^ 



■ r^*) /^ = 3^+c, 



V ^ + «00 ^ + «.1 ^ + «««' / 

= 3^* + 2;9^(c-4/*3*) + c*, 

^ (^+«li)*(^+«22)' + ^ (*+«22)*(^+«0o)* + ^ (*+«00)'(^+«ll)' 

= [3 *^+ 2 ^ (c- 4 ^2) + c*] (^+«00) (^+«it) (^+«22) , 

eine Gleichung 4*"*" Grades zur Berechnung der HUlfsgrösse -d" aus den gegebenen 
Grössen. Diese Gleichung hat immer eine reelle positive Wurzel, weil der Goefß- 

15* 
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cient von &*' auf der linken Seite und das bekannte Glied auf der rechten Seite 
einerlei Zeichens sind. 

Eine weitere Discussion dieser Gleichung sowie die Aufsuchung der geome- 
trischen Eigenschaften von Tetraedern, welche bei gegebener Grösse ihrer Flä- 
chen grösste Volume haben, bleibt zu wünschen übrig. 



§.18. Polygonometrische und polyedrometrische Relationen. 

1. Sind-4Ä = a4, ÄCrsa,,.., 3fJV=a„_i, NA = a^ die Seiten eines be- 
liebig gegebenen Polygons und cosp ,• der Cosinus des Winkels, welchen die Ge- 
rade, von welcher die i^"" Seite des Polygons eine Strecke ist, mit einer beliebig 
gegebenen Geraden bildet, so ist 

aiC0Sp^ + OjjC0Sp2+ ,. +a»cosp„ = *). 

Wenn nämlich A^^ B^^., die orthogonalen Projectionen von A, B^.. auf die 
gegebene Gerade bedeuten, so ist 

A^B^•^B^C^'^ .. + Jf^iV^ + A^^^j = 
unter der Voraussetzung ^ dass A^B^ssz-^B^Ai u. s. w. Nun ist 

A^B^s^AB cospi, 

wie auch die Richtung der positiven Strecken auf den Geraden^ deren Strecken 
AB und A^B^ sind, angenommen werde, weil bei Vertauschung einer Richtung 
mit der entgegengesetzten zwei der Grössen A^ B^^ AB, cosp ^ das Zeichen wech- 
seln. Durch Substitution der Werthe von A^B^ , B^ C^ ,.. findet man die ang^e- 
bene Fundamentalgleichung der Polygonomelrie. 

Wenn umgekehrt a^, 02,.., a„ Strecken von gegebener Richtung und Grösse 
sind und cosp ,* den Cosinus des Winkels bedeutet, welchen die Gerade, auf wel- 
cher die i^" Strecke liegt, mit einer beliebigen Geraden bildet und die Summe 
Oj cosp^^ + a^ coSp2 + . . + On ^^^p,n verschwindet, wie auch die willkürliche 
Gerade angenommen werde, so erhält man ein geschlossenes Polygon, wenn 
man, ohne die Richtung der Strecken zu verändern, mit dem Ende der ersten 
den Anfang der zweiten, dann mit dem Endo der zweiten den Anfang der drit- 
ten u. s. f. vereint. Gesetzt, das Ende der letzten Strecke fiele mit dem Anfang 
der ersten nicht zusammen, so würde die Summe a^ cosp | + a^ cos «2 H- . . -f- o„ 
cosp ,1 im Allgemeinen nicht verschwinden, was der Voraussetzung widerstreitet. 

2. Wenn die Perimeter der Flächen eines beliebigen Polyeders so angenom- 
men werden, dass alle Flächen von aussen betrachtet einerlei Sinnes sind, wenn 
ferner nach Festsetzung des Sinnes der positiven Winkel und Flächen in den 
einzelnen Ebenen die Flächen des Polyeders = a, , «ä»--? «» sind, wenn endlich 



*) Lexell Nov. Comm. Petrop. 49 p. 4 87. L'Hcilier polygonomötne p. 20. Carnot g^om. 
de pos. 254. 
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cosp j der Cosinus des Winkels ist, welchen die Ebene, auf der die Fläche a^ 
liegt, mit einer beliebig angenommenen Ebene bildet, so ist 

flfiCOSp4-f-ajj<50Sp,2+ .. +anCOSp,n = Ö*)- 

Beweis. Man betrachte das Polyeder nach Anleitung von Zusatz 2 zu §. 4 7, 14 
als Aggregat von Tetraädern. Ist AB CD eines derselben und il^ ^^ C^ D^ seine 
orthogonale Projection auf die beliebig angenommene Ebene, so ist (§. 46,5) 

A^i ^1 -♦• <^i*i^i + ^i A ^1 + 4 ^1^1 = Ö» 
folglich 

ABC coSpj^-¥CBD QO^pi-i-BAD coSp^^-^-ACD coSp^| = 0, 

wenn die Suffixe A, t, &, l sich auf die Ebenen beziehen, deren Dreiecke projicirt 
wurden. Analoge Gleichungen ergeben sich aus den übrigen Tetraedern, deren 
Aggregat das Polyeder ist. Durch Summirung aller dieser Gleichungen findet man 

a, cosp^^ + «2 cosp 2 -+- . . + a^ coSp^» = 0, 

weil jedes der Polyederfläche nicht angehörige Diagonaldreieck zu den Oberflä- 
chen von zwei Tetraedern positiv zu der einen, negativ zu der andern gehört, 
folglich aus der Summe verschwindet. Wenn z. B. das Polyeder die Summe der 
Tetraeder AB CD und ADCE ist, so bilden 

ABC^ACD, CBD,BAD 
die Oberfläche von ^PCZ> und 

ADC.ACE, CDE, DAE 

die Oberfläche von ADCE, wobei die auf einer Diagonalebene liegenden Flächen 
A CD und ADC entgegengesetzt gleich sind. 

Zusatz. Construirt man auf den Flächen des Polyeders auswärts gerichtete 
normale Strecken a^, a^,*., a^, proportional den Flächen, zu denen sie formal 
sind, so ist zufolge der bewiesenen Gleichung auch 

a^ cosp 4 -f- a, cosp jj + . . -f- a^ coSp^» = 0, 

worin nun unter coSp^^ der Cosinus des Winkels verstanden werden kann, den 
die Gerade, auf der die Strecke a,- liegt, mit der Normale einer beliebigen Ebene 
d. h. mit einer beliebigen Geraden bildet. Daher erhält man (\) ein geschlosse- 
nes PolygoU; wenn man, ohne die Richtung der Strecken a^ , a^,.., a^ zu ver- 
ändern, mit dem Ende der ersten Strecke den Anfang der zweiten, dann mit dem 
Ende der zweiten den Anfang der dritten u. s. f. vereint. Die Winkel der Seiten 
dieses Polygons gleichen den Winkeln der Flächen des Polyeders, jeder poly- 
gonometrischen Relation entspricht eine polyedrometrische. 

3. Wenn die durch die Suffixe unterschiedenen Geraden (Ebenen) den Sei- 
ten (Flächen) eines beliebigen Polygons (Polyeders) parallel sind, so ist 



*) L'HuiuBt th^or^mes de polyedr. 1799 (M^m. prösentös äl'Inst. 4. 4 805 p. 264). Gar- 
kot 1. c. 
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COS ^ I COS 1 2 • • COS ^ ^ = 0, 



COS 2 1 COS 



2,2 •• 



COS 



2,n 



COS^^l COS ^2 •• C^S^„ 

worin cos,- ,== 1 , cos,- j^ = cos jt^,- ist. 

Beweifl. Aus der oben entwickelten Gleichung folgt das System von linea- 
ren Gleichungen 

Oj coS| j + Oj cos,2+ •• +On^^S,,| = 

a, cos ,,^4 + Oj cos^2 + . . + a„ cos„^^ = 0. 
Die Resultante dieses linearen Systems (§. 9, 3] ist die zu beweisende Gleichung. 

Da 3 Gerade Xj y, r, welche einer Ebene parallel sind, auch den Seiten 
eines Dreiecks parallel sind, so hat man, wie bekannt, 



(I) 



4 



cosccr 
cos xy 



cos yr 
cosxy 
1 



= 0. 



cosojr 
cos yr 

Wenn 4 beliebige Gerade (Ebenen) x, y^ Zj r gegeben sind , so lässt sich ein 
Viereck (Tetraeder) construiren, dessen Seiten (Flächen) den gegebenen Geraden 
(Ebenen) parallel sind. Folglich ist 



(II) 



1 


cosxr 


cos yr 


cos zr 


cosccr 


4 


cosxy 


COSXjS 


cosyr 


cosojy 


\ 


cos yz 


cos zr 


cosxz 


cos yz 


\ 



= 0*). 



Diese Gleichung, welche man nach §. 5, 2 entwickeln kann, lehrt den Zusammen- 
hang zwischen den Cosinus der von 4 Geraden (Ebenen) gebildeten Winkeln, 
zwischen den Seiten und Diagonalen eines sphärischen Vierecks, zwischen den 
Flächenwinkeln eines Tetraeders. 

Wenn insbesondere o?, y, z, r die Richtungen der Kanten AB, AC, AD und 
des Radius AE der dem Tetraöder AB CD umgeschriebenen Kugel bedeuten, 
wenn AB = b, AC = c, AD — d, AE^e, so hat man 



folglich (§. 3, 2) 



4 : cos xr : cos yr : cos zrssie 



m 



4e* 6 c d 

b i cosxy cosxz 

c cosxy 4 cos yz 

d cosxz cos yz \ 



b : c : df 

= **) 



zur Berechnung des Radius der einem Tetraeder umgeschriebenen Kugel aus den 
Kanten einer Ecke und den von diesen Kanten eingeschlossenen Winkeln. 

Wenn hingegen E irgend einen fUnfteo Punkt des Raumes bedeutet, so hat 
man nach den vorigen Bezeichnungen (§. 3, 2) 



*) Carmot g^om. de pos. 350. **) Legerdre 6läai. de g^om. NoteV. Diese Gleichung 

ist nicht wesentlich verschieden von Lagrange's CUeichung (snr les pyr. 21). 
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(IV) 



be cosxr 
ce cos yr 
de cos zr 



be cosxr 

bc cosxy 
bd cosxz 



ce cos yr 
bc cosa?v 



de cos zr 
bd cosxz 
c d cos y z 
d^ 



= 0. 



cd cos yz 

Druckt man das Streckenproduct be cosxr durch die Quadrate der Seiten des. 
Dreieks ABE aus u. s. w., so erhält man die Gleichung zwischen den Quadraten 
der Strecken, welche 5 Punkte des Raumes verbinden. Diese Gleichung ist für 
das Quadrat einer Strecke vom zweiten Grade, in Uebereinstimmung mit der Gon- 
slruction, durch welche die Strecke aus den übrigen Strecken gefunden wird*]. 

4. Aus dem System der linearen Gleichungen (\) 



«1 cosp,- 
Ol cosg^i . 



0% COSpj- 

a^ cos 2 2 - 



«1 cos„^^ 



a^cos^j- 
folgt die allgemeinere Gleichung 



«n COS 2,n = 



+ ancos„,^ = 



COSpi C0Sp2 



cos 



2,1 



cos 



2,2 



cos 
cos 



2,n 



cos. 



cos. 



oos« 



= 0, 



welche den Zusammenhang zwischen den von n+4 Geraden (Ebenen) gebildeten 
Winkeln ausdruckt, wenn n Gerade (Ebenen) den Seiten (Flüchen) eines Poly- 
gons (Polyeders) von n Seiten (Flächen) paraUel sind. 

In der analytischen Theorie der Geraden werden hauptsächlich die beson- 
dern Fälle 

cos r$ cosxs 

cosxr 4 

cos y r cos xy 

cos zr cosxz 



cos rs 


cos xs 


cos ys 


= 0, 


cosxr 


1 


cosxy 




cos yr 


cosxy 


\ 





cos ys 


cos zs 


cosxy 


cosxz 


\ 


cos yz 


cos yz 


\ 



= 0**) 



zur Bestimmung des Winkels von zwei Geraden aus den Winkeln, welche die- 
selben mit den coordinirten Axen bilden, angewendet. 

5. Aus dem in (3) benutzfen System von linearen Gleichungen lassen sich 
die Verhältnisse der Seiten eines Polygons, (oder der Flächen eines Polyeders) 
ableiten. Nach §. 9, 3 mit Rücksicht auf §, 7, 5 findet man 

Ol : «2 : a, : . . = V7i,i • 1^2,2 • K/^3,3 = • • » 
wenn ß^ den Goefficienten von cos^,- in der Determinante 



bedeutet. 



cos 
cos 



2,1 



COS 

cos 



1,2 
2,2 



COS 

cos 



COS 



n,i 



cos 



n,2 



cos 



%n 



*) Carnot g^om. de pos. 359. Möm. sur la relation qui existe etc. 58. Diese Gleichaog 
ist von Lagrange's Gleichung (sur les pyr. 19) nur öusserlicb verschieden. 

*^) Magnus anai. Geora. des Raumes §. 9 (7). Vergl. einen Aufsatz des Verf. in Grelle 
J. 46 p. US. 
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Fürn = 3 reducirt sich ß^^ auf sin^^^g, /Jjj 3uf sin*^,, ß^^ auf sin*,, in 
Uebereinstimmung mit dem bekannten Satz von den Verhältnissen der Seiten 
eines Dreiecks. 

Wenn n>3 und das Polygon plan ist, so verschwinden /?,, , ft,«»--) ßn,n 
(3), weil w— 4 Gerade einer Ebene ein (n— 4)Eck bilden. Die Verhältnisse der 
Seilen eines planen Polygons sind daher im Allgemeinen unbestimmte Functio- 
nen der von den Seiten gebildeten Winkel. 

Wenn n = 4 und das Polygon nicht plan ist, so ist (§. 4 6, 2) 

/^ti = sin%^, /J22 = sin*j34, ß^=:sm^^^, /J^^^sin^^j^,. 
Dem absoluten Werthe nach ist also 

wovon das tedraedrometrische Correlat von den Verhältnissen der Flächen eines 
Tetraeders bekannt ist *) . 

Verm<5ge der gefundenen Proportion hat man (1) 

V?i,i cosp^. + Yß^2 cosp,, + . . 4- /^n,« cosp,^ = 0, 
worin durch das Zeichen einer Wurzel die Zeichen der übrigen Wurzeln bestimmt 
sind. In dem einfachsten Falle hat man 

sin 23 cosp 4 + sin,j coSpjj + sin ^^ cosp^g = 0, 
eine bekannte Formel der Goniometrie. 

6. Die Lage des Punkts P in Bezug auf das Tetraeder OABC ist durch die 
Abstände AP, BP, CP zweideutig bestimmt. Die völlige Bestimmtheit tritt ein, 
wenn auch der Abstand OP bekannt ist, dessen Quadrat mit jenen Abständen 
durch eine Gleichung zweiten Grades verbunden ist (3). Bezeichnet man einer- 

'^"^' AP^BP^CP^ durch g,,g^,g^, 

OA^, 0B\ OC^, OP^ durch a,,, a^, o,,, A, 
OA.OP.cosAOPj OB.OPcosBOP, OC.OP.cosCOP durch Ä^, Aj, A,, 

andrerseits die Goordinaten der Punkte ^ , J9, C, P in Bezug auf drei durch 
gelegte Axen durch x^, y^, z^; x^, y^, s^; x^, y^, z^; x, y, z\ so finden sich 
zwischen l)eiderlei Bestimmungen von P folgende Relationen**). 

Zunächst hat man aus trigonometrischen Gründen die Gleichungen 
(I) 2A4 = a44+A-ffj, 2Äjj = a„+A-j2, ÄAjsrajj+A-jg, 
mit welchen zur Bestimmung von A die Gleichung (3, IV) 

= 



(11) 



A A| A^ Ag 
A, 0^4 a,j a,3 
Aj a^jj a^ 0,3 

K «18 «23 »38 

zu verbinden ist, worin OA.OB cosAOB, OA.OC cosAOC, OB.OC cosBOC 
durch a,2) ^is» ^28 bezeichnet sind. 



*) Bretschkeioer Geom. 677. **} Lagrauge sur les pyr. 48. 
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Ferner ^giebt sich durch orthogonale Projection (vergl. §. 16, 4) 



(III) 
wenn man zur Abkürzung 



^2 = ^ ^2 






A8== xX^-^y Fa + isZj, 



a?! cos xy-i-y^ + jj^ cos y ä = F^ 



u. s. w. setzt. 



y^QOsyZ'^z^ 



= Z. 



Umgekehrt hat man (§. 9, 1) 



(IV) 



worin 









rA,(X,) 



Ä = 



j. y. z. 


= 


aJi yi ^i 


X, r, z. 




^zUz^ 


■^S 1« ^8 




k»ya «8 



cosa?y 

COSJSO? 



cosccy 
cosyjs 



cosa?js 
cosyz 
4 



= 6 Oi4j9Csin£Cyjs 



und (XJ,.. den Coefficienten von Ji^,. 
ter entwickeln lässt. 



in R bedeutet^ der sich nach §. 6, 5 wei- 



Wenn insbesondere P das Centrum der dem Tetraeder OABC umgeschrie- 
benen Kugel ist , so hat man g^ssg^=zg^ss:h, folglich Ä, = 4^ a,, , Ajj = ^ o^^ , 
^ = i^ U.S.W. 

7. Die Lage des Punkts P in Bezug auf das Tetraeder OABC ist durch die 
Abstände desselben von drei Flächen des Tetraeders vollkommen bestimmt, 
wenn man die positiven Abstände normal einwärts, die negativen Abstände aus- 
wärts construirt (oder umgekehrt). Bezeichnet man einerseits die Flächen OBC, 
OCAj OAB, CBA durch f^j fz/fg, f\ die. Abstände des Punkts P von den ge- 
nannten Flächen durch Pi ^ P2 ; Ps ' P » andrerseits die Coordinaten der Punkte 
il, B^ C, P in Bezug auf drei durch gelegte Axen wie vorhin, so hat man zwi- 
schen diesen Bestimmungen von P folgende Relationen*). 

In §.46,7 wurde gesetzt 

OABC : OBCP : OCAP : OABP : CBAP^ I 
6 0ilBC= Vsin xyz; 



f^i'hz'fh'f^l 



daher ist 

Durch diese Substitution erhält man 



itt = Fsin xyz : S/ip, : if^Pz - ^fzPz • ^fPf 



u. s. w. 



sin xyz ^' '*^ '* 



(1) 



IMi--^ x + ij^y 



Sin xyz 
ain wys 



-h<^+vty- 






*] Laobargb I. c. St. 

BtllMF, Delerm. 
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und umgekehrt 

\x Fsin xyz == f^p^ x, + f^p^x^ + f^p^a^^ 

(II) iy Vsin xyz = f^p.y^-h f^p^y^-^ fzPzVn 
i z Fsin xtfz = /,p, Ä, + /ipjj Zjj -fr- /"jPj äj . 

Vermöge der Gleichung /tu- ju, + //j^ + /I3 = 1 hat man 

(III) />> + APi + /iP2 + r8P« = i^sina?yÄ. 

Wenn insbesondere P das Cenirum einer die Telraöderflächen berührenden 
Kugel ist, so sind die absoluten Werthe von p, J0| , P2 > Ps einander gleich^ wäh- 
rend ihre Zeichen davon abhängen, ob die einzelnen Flächen innen oder aussen 
berührt werden. Ist q der Radius der eingeschriebenen Kugel im engem Sinne, 
so hat man 

Ist q' der Radius der Kugel, Vielehe die Fläche f aussen, die übrigen Flächen 
innen bertlhrt, so hat man p =— p', p^ ^Pz^Pz'^q' ^' s« w. Durch die inög- 
lichen Zeichenwechsel findet man 1 4 Radien , unter denen 6 paarweise gleich 
sind, und 1 i. Centren. 

8. Die Relationen, welche zwischen den Coordinaten 9^ , 92 > ^8 ^^^ ^1 > ^st ^s 
(6) des Punktes P und den Coordinaten ^^ , //j» f^z ^^^^ Pa P2f Pz C^) desselben 
stattfinden*), ergeben sieh durch Substitution der in §. 16, 7 für x^y^z gefunde- 
nen Werthe in die für A| , Ajj > *8 erhaltenen Ausdrücke. In der Formel 

K = t^x K ^i+yi J'i+^i ^i)+^z (^^'i+»2 ^i+^2^i)-«-i"8 («8-^i+y« yi-^H^i) 

hat der CoelBcient von pi^ den Werlh 0^4* = a,,, der Coefiicient von ju, deo 
Werth Oi4.0Ä coSi40Bst=a^2 u. s.^w. (vergL den Beweis §. 46, 4). Man erhält 
demnach 

Aj«fija,,-4.^20it+^ai8 
(I) Ä2 = /i,art + /i2a28+i^««s 

A3 = ^£4 a,3 + ^jj 0^3 + ^8 «88 • 

Anstatt die Determinante zu entwickeln, welche man =0 setzen muss, um A zu 
bestimmen (6), kann man unmittelbar wie vorhin 

setzen und erhalt 

/m A==Mj +M2 +^3*8 

^ ; =^1 «H+^2 022 + ^8^88 + ^/^1^2012 + 2^1^'8018 + 2/^2^8^28- 

ümgekehrt hat man (§. 17, 7. §. 9, 1) 



11 '*12 

1: 



= F*sin^xy^, 



iu, F*sin^a;yj3= A,a,, + Aga^g-HAgOf^j 
(III) jUj r^ sin \xyz ä A, cc^^ + A, «22 "•" *8 "28 

*2«23 + *8^88» 



itC3 r*sin*ir?/;5= Aja,3 + A2a23 + *8«» 



*) Lagrakge I. C. 26. 
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wenn a^,, cr,2,.. die Coefficienten von a^j, a^^,.. in der für V^sin^xyz angege- 
benen Determinante sind. 

Aus diesen Relationen ergeben sich die übrigen durch die Substitutionen 
fi^ V sin xyz ^2 f^p^ u. s. f. (7) 
«,i = 4A', «i2 = 4A4cos,2 U.S. f. (§. n,3. §.47,15) 
nämlich 

ih,V sin xyz =: f,p,a,,^ f^p^a.^'h f^p^a^^ 

(lY) ih^r sin xyz = fiP.a.^-h f^p^a^^-h f^p^a^^ . 
ih^V sin xyz ^ f.p.a.^H- f^p^a^-h f^p^a^ 

iA F^sin^ojy« = /•,V«ii-*-/2W«22+/3W«$3 
und umgekehrt '^^fif2PiPz^ii'^^fifzPiPz^iz'^^f2fzPzPz''2zi 

ip^Vsinxyz= h^f^ -^h^fzoos^^-hh^f^cos^^ 

(V) ip^V sin xyz =^ hJ^cos^2'^h^f^ +^3/3^03.^, 

iPa ^ sin ccya = hj^ cos ^3 + h^f^cos^^ + Äj/i . 

9. Die Beziehung zwischen 4 Punkten eines Kreises A^ B, C, Z> kann durch 
die Eigenschaften der Winkel, Strecken, Flächen, welche durch die betrachteten 
Punkte bestimmt sind, angegeben werden. Nach dem bekannten in Euclides* 
Elementen enthaltenen Theorem ist die Winkeldifferen? -4CP— -4jDP = oder 
180^ mithin allgemein 

(I) 2(ACB^ADB):=:0*), 

wenn die genannten Punkte auf einem Kreise liegen und die Winkel gleiche Zei- 
chen haben, welche durch Drehungen von einerlei Sinn beschrieben werden. 
Der Winkel ist gleichbedeutend mit 360^. 

Nach dem Theorem des Ptolehaus (Almagest I, 9) ist ferner 

(II) i/-p4-/g-h/r = 0, 

wenn die Producle aus den Quadraten der gegentlberliegenden Strecken, welche 

4 Kreispunkte A. B, C, D verbinden, durch p, q, r bezeichnet werden. Man fin- 
det aus dieser Gleichung die rationale Gleichung zwischen den Quadraten der 
Strecken, welche durch die genannten Punkte bestimmt sind. Eine der letztem 
analoge Gleichung lässt sich fUr die Quadrate der Strecken aufstellen^ welche 

5 Punkte einer Kugel verbinden. 

Endlich kennt man die Relationen zwischen 4 Punkten eines Kreises oder 
5 Punkten einer Kugel und einem beliebigen andern Punkte, wovon die letzlere 
in einem Theorem Feuerbagh's (Untersuchung der dreieckigen Pyramide p. 45) 
enthalten ist, welches Cayubt (Cambr. math. J. II p. 268) und Lughterhaxdt (Grelle 
J. 23 p. 375) reproducirt haben. Dieselben Relationen hat Mödids (Grelle J. 20 
p. 26) aus barycentrischen Principien abgeleitet. Gatlet^s Verfahren, das auf 
dem Gebrauch der Determinanten beruht, ist folgendes. 

Die Punkte Aj B, C, D eines Kreises seien in Bezug auf ein System orthogo- 
naler Axen, dessen Anfang ist, durch die Coordinaten Xj y; x^, y^; X2, y^] 
0?,, y^ gegeben. Man hat, wie bekannt, 



*) MÖBIÜ8 Kreisverwandtschaft §. 44. 

16' 
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X 






'bx - 
• bx^' 



• cy 



folglich (§. 9, 3] 



^8*-*-y8*=ö-*-*«^8-*-c»8 



(III) 



y^ \ X y 
* 1 a?i y, 



■yi 



^8+^8 < ^8 y8 



= 0. 



Die EntwickeluDg dieser DetermiDante nach §.3,6 mit Rücksicht auf §. 4 6, 5 giebt : 
OA^.BCD—OB^.CDA-hOC^.DAB--OD\ABC==0. 

Wenn man OP normal zur Ereisebene construirt und die Identität (§. 16, 5) 

OP^ {BCD^CDA'^DAB'-ABC)=rO 

zu der vorigen Gleichung addirt, so kommt 

, (IV) PA^.BCD--PB\CDA'hPC^.DAB'^PD\ABC:=0, 

worin P irgend einen Punkt des Raumes bedeutet. Insbesondre ist, wenn P mit 
D zusammenfällt, 

DA^.BCD^DB^.CAD^DC\ABD=^0. 

In gleicher Weise seien die Punkte A^ B, C, D, E einer Kugel in Bezug auf ein 
System orthogonaler Axen durch die Coordini^len oj, y, js; u. s. w. gegeben. Aus 
den Gleichungen 



X 



-y'' 



folgt 



x: 



2^, 



(V) 



X ' 



x: 



'ds 
= 0. 



'bx -hcy 
- bx^-h cy^ 
.y^^Z^ 1 X y z 
-i.-ry^'^z^ \ x^ y^ z^ 

Die Entwickelung dieser Determinante giebt (§. 16, 6) 

(VI) OA^.ßCDE'hOB^.CDEA'hOC^.DEAB^OD\EABC'hOE:^.ABCD=Q, 

worin irgend einen Punkt des Raumes bezeichnet. Nach den in §. 1 6, 7 ange- 
nommenen Bezeichnungen hat man 

fi^OA^-hfi^OB^^fi^OC^-hfiOD^^OE^ 

d. h. wenn ju, ju^ , iu,, fi^ ^^^ coordinirten Coefficienten von E in Bezug auf die 
Pyramide DABC sind, so ist für alle Punkte auf einer um das Centrum E 
beschriebenen Kugel ^i OD^-^ fi^OA^-h fi^OB^-h fi^OC* constant (Fbübrbach). 
Insbesondre ist 

AB*.CDEA^AC^.DEAB'hAD^.EABC^'AE^,ABCD:==0, 
fi.DA^-hfÄ^DB^-hfi^DC^^rDE^. 

Wenn man die Determinanten (III) und (V) bezüglich mit 



1 x^-hy^ — 2flD — 2y 



und 



x^-hy^-hz^ — äflc — 2y — 2js 
2^4 ,— 2y4 — 2j34 



^4*+y4*+V 
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multiplicirt, so findet man (§. 6, 3) 



d^3 und dt^ 



^0 • • ^ 



^04 



•40 



wobei im ersten Falle 

do2 = ^*-*-»^+^2^-*-y/— 8a?a?jj— 2yy2 = ilC* u.s.w., 
im zweiten Falle 

u. s. w. Daher ist die oben erwähnte Gleichung zwischen den Strecken, welche 
4 Punkte eines Kreises verbinden, folgende (Gatlet) : 



(VII) 






doi 


^0» 


d^ 


rfoi 





dn 


d,« 


ä^ 


'{i^ 





d^ 



= 0, 



^08 ^18 ^23 

worin d^j^ das Quadrat der Strecke vom t*" bis zum k^ Punkte bedeutet. 

Die analoge Gleichung zwischen den Strecken, welche 5 Punkte einer Kugel 
verbinden, lautet (Gatlet) :. 



(VIII) 






dot 


rfo» 


d«. 


du 


do. 





d« 


d.. 


du 


d«« 


dn 





rf« 


d,. 


rf«. 


rf« 


^2. 





du 


rfo* 


di* 


d« 


du 






:0. 



Diese Determinanten können nach §. 5, 2 entwickelt werden.. 

40. Die gefundenen Relationen (III) bis (VIII) gelten für Punkte einer Ellipse 
oder Hyperbel, eines Ellipsoids oder Hyperboloids, wenn man das Quadrat jeder 
Strecke nach dem Quadrat des parallelen halben Diameters misst*). 

Beweis. Wenn an die Stelle der Kugel eine der genannten Flächen zweiten 
Grades tritt und die coordinirten orthogonalen Axen den Hauptaxen der Fläche 
parallel sind, so geht die Gleichung 

in folgende über: «''+y^+^* = «H-«'<« + cy + d* 

worin e, «^ positive oder negative Einheiten bedeuten. Daher erscheint in der 
Gleichung (V) , ^ , 

(«)-^nf)-^^'(7) 

statt ac*-i-y*-i-j5*. Ist nun MA^ der halbe Diameter der Fläche, welcher mit OA 
einerlei Richtung hat, sind femer p, 9, r die Goordinaten von A^ in Bezug auf die 
Hauptaxen der Fläche, so ergiebt sich aus elementaren Gründen 



*) Die Geltang der obigen Sätze für Ellipse und Eilipsoid hat Brioschi .Grelle J. 50 p. 286 
bemerkt. 
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X : y : z : OAsBp : q : r : MA^ . 
Weil aber, wie bekannt, 

a)"-a)*-.(f)'- • 

ist, so hat man 

Mithin kommen in (IV) und (TI) 

OA* OB* PC* 

an die Stelle von 0-4*, OJB*, OC^^..^ wahrend die übrigen Grössen unverändert 
bleiben. 

Wenn man femer die Determinante 



X* y* »• 



^iy. 



\ X y s 



mit der Determinante 



/»• 



*.* 



«ip < ^1. y* H 



«' ß* * y* a* /?• * /■ 

«• ß* * y* «*^ /?• ' y'l 



multiplicirt, so erhält man 



dnA . . d 



wenn 



*oo 



04 



d,=^:H..i-:+<-:+f:+.i;+..:-.-2:-:-2e|;-2«.^: 



= 0, 






«Ol — ;;3^^*^ + *ip + 7^-*^*77 + eip- — *-^ — **-^ — '*i 

wofür man wie oben AB^ dtvidirt durch das Quadrat des halben Diameters, der 
AB parallel ist, findet u. s. w. 

\ \ . Ein Kegelschnitt zweiten Grades ist durch einen seiner Brennpunkte 
und 3 andere Punkte A^ B, C bestimmt; daher mUssen 4 Punkte eines Kegel- 
schnitts und ein Brennpunkt desselben eine gewisse Relation haben. Die Rota- 
tionsfläche zweiten Grades, welche durch Rotation eines Kegelschnitts um seine 
Hauptaxe entsteht, ist durch einen ihrer Brennpunkte und i andere Punkte 
A, B, C, D bestimmt, so dass eine Relation zwischen 5 Punkten einer solchen 
Flache und einem ihrer Brennpunkte bestehen muss. Diese Relationen sind von 
HöBius (Grelle J. 26 p. 89) angegeben und bewiesen worden. 



*) Diese Eigenschaft ist von Joachivsthal Grelle J. 40 p. 32 angezeigt worden. 
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Man kann dieselben aus dem bekannten Salze ableiten, dass der Badius 
Vector OAs^r eines Kegelschnitts oder einer Rotationsfläche der angegebenen 
Art eine lineare Function der Goordinaten o?, y oder o;, y, z des Punktes A in 
Bezug auf beliebige Axen Ist. Sind x^ , y^ oder a?i , y^ , z^ die Goordinaten von B 
u. s. w.y so hat man 

r s=z a-hbx ^cy -hds 



r = a + 6aj -l-cy 
r, = a + froJi + cy, 



r^ss: a+6a?4+cy4+d;54 



folglich (§. 9, 3) 



r 1 flc y 

''2 1 ajjj y^ 
^8 1 ^z Vz 



= 0, 



r 1 a; 



y 5? 
i Vi ^i 



^4 1 «^4 Va ^i 



= 0, 



d.h. (§. 46,5.6) 

(I) OA.BCD^OB.CDA'hOC.DAB'-OD.ABC=:0y 
(11) OA.BCDE'hOB.CDEA'hOC.DEAB'hOD.EABC-hOE.ABCD^O. 

Wenn il, P, C, Z> auf der Rotationsfläche und zugleich auf einer durch 
gehenden Ebene liegen, so ist i4^CD = und 

BCDEi-^CDAEiDABEi-ABCE^BCDi-^CDAiDABi-^ABC, 

folglich 0A.BCD-^0B.CDA^0C.DAB^0D.ABC^(S, 

d.h. die Rotationsfläche wird von einer durch einen ihrer Brennpunkte gelegten 
Ebene in einer Linie zweiten Grades geschnitten , für welche jener Punkt ein 
Brennpunkt ist (MObius 1. c). 

\ 2. Die Relation zwischen den Strecken, welche 5 Punkte des Raumes ver- 
binden, ist zuerst von Lagrangb in einer wenig entwickelten Form aufgestellt, 
dann von Garhot wiederholt behandelt worden, ohne dass ein übersichtliches 
Resultat erreicht worden wäre ,(vergl. 3). Die einfachste Relation zwischen 5 
Punkten des Raumes^ A^ B, C, Z>, E^ deren Goordinaten in Bezug auf 3 beliebige 
Axen x^y y^, z^; x^, y2j ^ u. s. w. sind, findet man, indem man die Identi- 



^1 Vi «1 
^2 Vz H 



1 \ X. 



»5 ^l 



nach §.3,6 entwickelt und die gefundenen Determinanten 4*'° Grades nach §. 4 6^ 6 
deutet, nämlich: 

(I) BCDE-hCDEA-hDEAB-^EABC-hABCD^zO, 

womit die in §. 46, 7 vorkommende bekannte Gleichung übereinstimmt. Wenn 
man die Volume der einzelnen Tetraeder durch ihre Kanten ausdrückt (§. 17, 14 
Zusatz f), so erhält man eine irrationale Gleichung, deren, rechte Seite Null ist 
und deren linke Seite die Summe der Quadratwurzeln aus 5 Determinanten b^^ 
Grades ist. Um diese Gleichung zu rationalisiren, ist es nicht nöthig, das Product 
aus den verschiedenen Werthen zu bilden, welche die linke Seite vermöge der 
Zweideutigkeit der Quadratwurzeln annehmen kann. Es genUgt vielmehr, die 
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Gleichung (I) mit einem ihrer Glieder zu multipliciren, weil das Product aas zwei 
Tetraedern eine rationale Function von den Quadraten der Strecken ist, welche 
die Eckpunkte des einen Tetraeders mit denen des andern Tetraeders verbinden 
(§.17,14). 

Die gesuchte Gleichung ist in einfacher Gestalt zuerst von Catlbt (Gambr. 
math. J. 2 p. 268) direct entwickelt worden. Nach Analogie des in (9) mitgetheil- 
ten Verfahrens hat Gaylet die allgemeinere Determinante 



R = 



mit 



1 







yi -*-«!-*- V ^l Vi ^1 ^i 



— 16Ä = 



x: 



Xm 



•Vi 



^tt ^Vs "*"^B "*"^B 

multiplicirt. Man findet (§. 6, 3] 

-16«^ = 





4 — 2ccj — 2y, — 2«, — 2«^ 

i ^ix^ -2^5 -2ä, — 2ub 



*0B 



*Ö0 



= ^ 



worin A,- ft = kf^i (§. 6, 2) und zwar 

*ii = *22= •• Abb = Ö^ 
A« = ^2'-*-y2*+ V-*- V+ V-*-yi*-*-^i*-*-Wi' -2 aj.ojj, -2{/4y, -2ä, ä^ -2 w,ti, 

u. s. w. Wenn die unbestimmten Grössen m^, w^,.., Wg verschwinden, so ver- 
schwindet R (§. 3, 2). Versteht man zugleich unter a?^, y,, z^ die orthogonalen 
Coordinaten des Punktes A u. s. w., so wird A^^ ssAB^n. s. w. Bezeichnet man 
die Quadrate der Strecken vom ersten zum zweiten, dritten, .. Punkte wie oben 
durch d|2} ^lat-v ^^ ^^^ ^^^ ^^^ gesuchte Gleichung 



(11) 






4 14 4 1 




Ö d^2 dl8 ^14 ^15 
^12 Ö ^28 ^24 «26 
^18 4» ^ ^ ^8A 
^14 4l4 <^ Ö d^j 

^15 ^25 ^ «^4» 



= 0. 



Man kann diese Determinante nach §. 5, 2 oder einfach nach §. 3, 1 ent- 
wickeln. In dem letztem Falle erhält man 

^01 -*- ^02 -*- ^08 -*- ^04 + ^0» = ^ » 

wenn man die Coefficienten, welche die Elemente der ersten Horizontalreihe in 
der Determinante haben, durch ^Q^^ ^o2)** bezeichnet. Bei analoger Bezeichnung 
hat man aber (§. 7, 5) 

weil die Determinante verschwindet und weil d^k^di^i, folglich d^j^ssdj^,- 
(§. 3, 9) ist. Folglich ist 



§.<8,ia. 
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womit nach §. 47, 14 die Gleichung (I) Übereinstimmt. 

Znntti. Auf demselben Wege werden die Gleichungen zwischen den Qua- 
draten der Strecken gefunden, welche i Punkte A, B, C, D einer Ebene und 
3 Punkte A, B, C einer Geraden verbinden (§. 47, 13. U). Es ist nttmlich nach 
den angenommenen Bezeichnungen im ersten Falle 



4 
4 
4 

4 



.«» 



4 4 4 

d„ d„ d„ 
d^d^ 



»0 



d„ d,, d, 
4 d,, d^d^O 

oder Yd,^ ■+■ Y^n + V^u "*" V^u, — ®> Obereinstimmend mit 
BCD — CDA+DAB — ÄBC=0, 
= 0; 



im zweiten Falle 



4 


4 


aJi», 


4 


4 


®» Vj 


4 


4 


«»y. 


4 


4 


«lyJ 



4 4 

d.. d 



4 
4 

4 d„ d„ 



IS 



IX 



d^ 



= 



oder l/^i,- 



' V^n "*" V^u — ^> übereinstimmend mit 
AB-hBC+CA = 0, 



4 4 
4 4 
4 4 






= 0. 



Diese GleichuDgen ergeben sich auch .aus 9, VII und VIII. Wenn nKmlich 
von 5 Punkten auf einer Kugel einer unendlich fern ist, so ist z. B. 

und die i andern Punkte liegen auf einer Ebene. Und wenn von i Punkten auf 
einem Kreise einer unendlich fem ist, so liegen die 3 andern Punkte auf einer 
Geraden. 
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